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INI ROIJUi I [ Ofl 



Thn T ntornnt i nna 1 Ccmx\if\nion ui\ MathDmatical Tnotruction 
( ICMt ) was foundad durinfj the International Cantfross of 
MathoniaLicl.ana (ICM) at Rome In 19nB, Itn first preBident 
WUH K<aix 1 AMur liac'jnd World \vur ll'MI hnn bc^^^n 

rQ-<!H tcihliBhod in 19^2, Tho fo.Uawln(| tablo qlvcn thr terms 
and the prpsidnutn of ICP-I I Binco 1952 an wull as internation- 
al cannreBsaK wiih ICMI uctlvitic^^. 



[CM I 



TCM 



1 95^- I 
A- Chatelot 

1955-58: 
n , Behnke 

1959-621 
M,H. Stone 

1 96 3-66: 

A, LlchnerowiC2 

196 7=- 70: 

[i , Preudenthal 

1971-74: 

J. Ltghthill 

197S-78: 



Amsterdam 19 54 
fiGCt. VII 

Minburqh 19 58 
Scet. VIII 

S tockholni 19 G2 
Sect. VI 31 

MoBGow 196 6 
Sect. Xlil 

Nice 107n 

Sect. P^^(XKXII) 

Vancouver 1974 
Symp- 

Helsinki 1078 



Iivone 1969 
Exeter 1972 
Karlsruhe 1976 



The ttiachinq of qc-ometry was one of the main themes in the 
ICMl section of the ICK at Edinburgh in 1958. On the basie 
of reports received from national gub-'committees of ICHl , 
n. PrcudGnthal gave a report on "A Comparative Study of 
Methods of Initiation into OcoTtietry". During the other 
ICMSf geometry was only Impricitly discussedi in 1954 as 



Svf= alsQi a) H, Fj^udonthal (Kd, ) s Methodo of initiation into Geometry 
Groningen iReport of the Dutch Subcammittee) . 

fa) p ^^enaonhtjr gt ; uIq Mfei'thudik dus yejome trischon Anf anr|suntcrrichts 
als' Goger y.tand ^iner interna tionalen Aussprache. Math.-Phys* Bern. Bet, 
Vol, 6 (UnO). 
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p.irlDi t.lHj ntnun^il iUvm' "Hu* Totjch itui of Mu thenirit i o fur 
StudunlH IJotwuon 16 ciml ^1 Vnarn of tsqu'' ^ in l':)^^ in connac- 
tlon wi th the thome "Which fiulrjnctn in Mndnrn M«t:li€imatlcB 
and WhUh Appl lea t lonn Can f'ind n Place in Prnqranui aC Boc- 
ondary School Inn tii'iich ions?" ; In a aomponGnt v/lthln 

tha two thnmn^i "Tho Ihu^ of 1 hf* AKlomahlc Mothoc] at tho Sec- 
ondary Suhool LuvL'l" and Tlu^ l?ol«' nl Prohlom nalvlriq in Ihc 
Dpyolnpimnit f'^f ntudotHn' Mafhrmatirnl Ar^ 1 v i t: 1 en'* » 

At tiin rirol. IntK^irnatlonaJ Conqrnnn on Mn thi^mntica J Educo- 
1 1 n n { I CM r: ) at! j y o n h , a pan o 1 d i a a u b b 1 o n o n t h o t a ac h i ncj o f 
qoomntry wan arranged and tjoomet rlcal t.opica and m^thDd^ 

2 

were implicitly covurud by scvaral of tho 20 invited papt^ra. 

At Kxc.'U^r Ihi^ invilud paia^irn b^/ il. ' 'rtujtlrn i ha 1 (-'Vhat 

Groups Mean In MathomaticB and What Thoy Should Moan In 

Mathematical Kduirat Ion'* ) and R* Thorn ( "Modorn Mathoria ticBi 

Does it E)<ist?*') had particular referenco to ummGtry, Also 

a working group chaired by A,Z. Krygowaka was conGcrned v/ith 

"Contemporary Preaentatione of Goomotry at School and Uni^ 
3) 

varsity Level" * 

In addition to tho international congrossGS, r^gioml con^ 

ferences were arranged by ICMI, In 196o such a conferencG, 

primarily devoted to geomotry teaching was held at A^rhua # 

Denmark. at this conference J. Dieudonnfc and Checiuet 

presonted their well known positions which played a dDminant 

rolo at the OEEC seniinarg at Royaumont tFrance) 1 9 5^ and 

5) 

Dubrovnik {Yugoslavia) 1 96o* 

Ainong the intornational activities related to the teaehing 
of cjoometry, the second in a series of three international 
conferencGs arranged by the Comprehensive School Mathematics 

Hnei Proct^ndinqB of thu iHt I n tt?rn.i t i onai CongreBH on HathPrrititiCii l 
Etjijcut:! on , Dor drocht 1 ^:JVo 

3 ) S ee : A , G . I ! ows o n : Lie v e 1 opme n t s in Ha t huma t i ca 1 Educn n :i o n , C amb r i tlge 

1973. 

4) Sen I P. Uehnke and cjthers: Lpcturps on Modern Teach incf of GfnorTietry 

and Roiatud TupicB. AarhuB (Mathomatisk Institut) 1960. 

5) set?: OEECi a) Nc?w Thinking in School Mathfimati cs , Paris 1961 

b) SynuimQsi for Modern nGcondary School Ma thcm=^t ic^, 
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ProfirniTi iCmv) at. Carbancin 1 c*, 1)1. In 107o ban nt tracttul 
par hi uul s:ir (it t.cnt ion . ^' ^ 

Lhiivc'i if (if 

Tim wnn foundnd in ]ni :\ an an inntitutn of Hiclufffld Uni- 

w.in rUKfft#:u» tod ,iTid itn Initial, phaHf? i boinn fundtMj by thi; 
VolkBwat'ijnv/ -rk Ffjundatiun* part uf the Uiiivurnliy, 
in 1 1 n K ( u 1 t ( j 1 1 1 o V a c i.i 1 I v n f M a t: hvma t i c ^.i n nd t: h r I' a a u 1 1 V' of 
PodanD<jy, rBycliolony^ and inuloooi>hy. Itn ovorall goal is 
thp furthoranco Df iiiathoinat: Icai educaticii in thoory and 
practicu t..juruU(jfi research, dovaianmant and -vivicu. This 
rrcfuJ rcM4 a v^ork lnq structure which al lovn^ national and in- 
turnatiunaj coDDuraLion with richoalB and univorsitios , ro- 
Biiarch and dovolopmunt centers* inBtitutionB for in-serviaD 
tcachor tralnin<j, govornmontal organiEationa , etc* Accord- 
ing to itn plan of basic atructure^) EDM is particularly 
conaorned wi tii the follGwinrn 

« davolopjmetiL of a thnorr^ tl ca 1 franiD for the didactics of 
mat hf?ma tics by interdieciplinary cooperation with mathe- 
matics ana other gcionces of jreferaneG as well as inton- 
Bive contact wi th actual practice 

- furthorancG of nolnntific collaboration with individualB, 
fjroupe and institutions hore and abroad by oMahangc of 
vlnwr* and t?Kpa ripnces I svmposla^ and comrnon projects 

- cnntrihu tiong to the theory and practice of rnathoma tical 
curriculum c3ove lapnicnt , nnpucially by devoloping models 

= decrcasina tho distance between results from research and 
their impiGmentation on a practical level through coopera- 
tionf informi tion? and consultation 

- promoting tho development of young scholars in the fiold 



h) BoQi H.fU ytfMrior ( f;d J : Th(^ Tn<iehinq Gi?fimi}\Ty (\t the Prt?-Col letje 

7) a) IDM- i^truk tUJpl^Ti '75 don JnfU itutn f^^^r Di^hKt ik dr^r Mnthf^mnttk 
dor Unlvnrsi ULt Biolnfcjld. Marrth 197^ 

\i ) ]W s V ti r c h H epor t 10 74 of t h« ? IDM in? U n i Vt* r 13 1 rl t B i l* 1 e f 0 1 d 2 

ForHChimqsberlch t l^lA, Schri f fcenrelhf? WisBrntschaf t 5. Bipiefeld 
\9T> 
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hgI c:KJt i vt^ drjLMimoni at Inn fur intorntil nnd uKt:nrnal uao 
and bullUltui an In turna LiannJl library in Lho ditlacLiafl 
of mathonititicri. 

Itit? IIM prof uBsional ntaff Ib comnOBdd acaordlnq to the? 
In lord i nai p I [ na ry wf 5 r k 1 rHj n f: r ut' l\ i r f * .1 rul con ft 1 r. i n | j r f mso n 1. 1. y 
(Fall 197fj) of abnut: 2u nu-mbtvrfi. 

Wh\ (n tv^tnit iiniat Ac (ava t iv S 

VntXl now 1 D M has h f ^ 1 d t. wo i n t r * r n a t i o n a I wo r k n ^l o r a n d in 
pLannlnq for mort! in the near future. Tho^jo aro cloBfjly 
z*f:*latcd to jspGcific problemo invuatiqated by I DM worklnq 
tearna . 

iMaOj iDM ban of farad itB aorvicejs for the pro leas iunal 
preparation of ICML^ 19 70 at KarlsruhQ* Three IDM working 
teams are involvc^d In wrltinrj and pros en ting survey- trend 
reportg, In December 197 5 ICMI and IDM will jointly hold 
an in terrhitional aympoaium on "Prosont Trondo, ProblGms and 
Tankn in tho Didactic of Mathematics" at the Oberwolfaah 
l^a thoinaticai Reeoarch innt itiitCN FRO* This symposium, epon- 
^orad by the VQlkfiwagonwerk pQundation and Including the 13 
raportera from various countrios, will serve in part to 
identify the content and working proceduree for all of the 
13 survey- trend rof^orts to be presented at Karlgrube, 

Til V i C M I " I DM Cunfi en Qnco on tJiQ Tcachu u] a i Ov imu tA ij 

During the Exeter Congreos, JCMi decided to arrange eoveral 
regional conferences* One of them was to be devoted to the 
teaching of geometry. This conference was held an a joint 
activity of ICMI and IDM at the Center for Interdiscipli- 
nary Research (Zentrum fUr intordloEiplinlire Forschung^ 
ZiW) of Bielefold University. 



O) Ijco the proctjodings of tho WQrknhop hold by an IDH wnrkinc^ team and 
me^mbor^ of the IREMg of Paria* Bord(*aUK, and Lyons i Untc^rr .1 rli tBrR- 
form - Unterr IchtBbeobachtunq - Lohrorwoi tarbildung . Schrl ftonreiho 
deB TDM, Vol , 2 (1974) , 
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Thu ai)iirninc<M!^iMi t 1 nr- Ihln f.;o nf n r(Mu:o i lit i i <.*h ( fuj that. I.hu 
inn j or m m v r n nhnu 1 d 1 jo " T ho Ro I(? n f f h.^mnn I. ry 1. n P r n r^a n L - 
(lay Mti thfjmat i CB t^Hicli Inq " » tiicj tupi u wan to bu traatcid on 
t hn basils of ranults from proviaan intornut i onal diFicusn Jons 
as rcf U»ct(Ki in tho rr>f')ort.B np tho Aarhufi and CarboncIaJu 
uQfi fc^rcHUJOf; * At Hloleruld »:wr) epeakorB uKplidltly njakfHi U[) 
llu* ifunDrLii dr>vo iupnicTii , H . j , Vallrat h In hio Introduclary 
parn-r on rnceni: troiidn nwulf* If aUuir thnt thnro in a fihl f t 
rroHj Li>^L<)Fial [ c and (jlubai afjproaalicH to nuw prlnclplog of 
(.) r c r a n L z I n i t r ci m a try w 1 1 1 . c:l t ha c n 1 1. n a b r^:^ c t n of <-! t} o m G h r y o ri 1 1 
cM-ii djil ..UiuH for the cons truct; ion of qooiiiutr leal XGarninq 
BorpioncoH. 'W. Borvain c|avo « ruvi ov/ of the llvoly dlscuasion 
wJiluh tuak place durlnfi tha laat 15 yearn on flndinq th<? 
of»i-iinaL in tt.ni r J L Lun buLwcun MuorneLi'V and alqtib-ra by evalua'^ 
line} pos3it-aans takon by Dloudonnof Choouot, Doi-Osaert^ Art.ln 
Papy, Daclimann, Frouclontiuil* and othurB. Takirut into account; 
H. Thom' B critical pouitioni he* concludcui that the problem 
of quometry tcachirif] cpnBists in initiating on active ^nd 
moaninqful luarnincf of jnalhonia tics in which algebra and goo-- 
mo try ti r o d o vo 1 o ped i n f r u i I f u 1 s y mb i oe i b , 

S* lytinnqa, wiio also addros^cd the audionCG in hi a eapaoity 
ati Pru£iidc?nt oloct of ICMI qavo a ropx^rt on a combined 
georiG try-aigebra curricxjlunn in Jnrianese eeaon^Pry schools, 
Dthor papprs wore concornod vjI th the role of intuition in 
qoonic?try. (1, Kwald oxiUbit<id some linka between intuition 
and axionialicB, A. BIbIiqij winphasi^od an QKtmd^d mQaniny pC 
qouniotry which hu calls visual 'mathematics, n, rickcrt in 
hir^ {.uip^or Bhowod tfiat thp ruK^rninqly outmodad ddscriptivc 
tjoumetry can play a iiiqnlficant rolo in mathnmaticB if it 
is roniovod from itfi inolatud poBition by meanB of a modorn 
lanqvuKfu and applioationB in 1 inaar alqobrap analysis, and 
dlfforontial qoomotry. AIsq r» Freudentha I ' s paper on qc?©- 
rnetry at primary school can ho piacod here. Originally he 
Intended to cali his p^ioGr "Ich seho so'' ("I soo it this 
way'') , 

Another aspect of goo me try u tressed was that of probiem 
solving, R* Stowassor OKhibltod a variety of approaches to 
tjeorn© trical thinking through organisod setg of problems. 



T.J* riei;cher gave c3<ampIos eor the Boluiion of problama 
by \xnm^p^r2Xmtl geometrical methods. C. GlaeSGr v/aa concerned 
with whEkt he calls a progrossiv© and polyrnneroto pqdaqncjy 
of mathematics, which he iUuatrntod by moans of problemB 
related to f ini to , incidence structuro. Also, a paper by 
H. Vylin^ diitributed mom^ the particlpanta and included 
In these prQceedinqe, reported on a hiqhly problGm-oriented 
ApproAch to qoomctry gtrirti ntf rrom problcmn in combinntorio 
gQonietry . 

The papers wori:» Collowad by dlncUBsionsi in warklnq yroupfi, 
reports from the groups to the full aBsambly, and plenary 
dlBCUssiona* During these diecuspiono whoBo main point<^ arc 
reported at the end of theBe proceedingB, it became clear 
to all p4irt Icipants that the problem of teaching geometry 
still raMins a very deep one and that there are more quea- 
tiona laCt op^n than answers tq be given. However there was 
a consensus that progress was made in better understanding 
the depth and challenge of finding the role and place of 
geometry in present-^day niathematics teaching* 

H* G. Steinor 



BEGROSSUNG DURCfl DKN PR«1» I DtiNTEN DES WLSTDEUTSCHEN UNTER- 
AUSSCHUSSKS DER IMUK, PKOP. DR* KUNLE , KAHLSRUHE 

Mel no Uamen und Hurroni 

Tcli freue mlch, Ihrutn zur Erdffnuncj ihrGf Rag ionaltagung 
Ubut Guumytt ieuiH>uri iuht die beBturi WQnBclie uiiJ GiUDu Uaa 
doutBchcjn OnterausschussoB dor duutochen Sektian dec 
intornationalon matheinatiBch©n UnterriGhtBkoiMnioBlQn 
Uberbrlngen zu kdniien* Ich habe glelGhz^ltlg die Bhre, 
Ihnen die GrUBe dea Prasidenten der IMUK, Herrn Professor 
r.lghth 1 1 1 fir (iborbri ngnn. 

Die Badeutung dioier Tagung ist ja daduroh unterstriehin 
worden^ 6a0 ^^bcn dem Inatitut fUr Didaktlk 4«r Mathe'- 
niatik in Bielefeld auch die IMUK eeibat ali Hltvaranstaltar 
gazaichnet hat. So eind denn auch internatlanal anarkannte 
Experten der Gaomotrie and des Geometrieantaf^lQhts hiw 
in Bielefeld EuaammengciHQmmen. Ich kann Sie nleht alia 
namentlieh nennen, Stellvertretend fUr alia darf lah 
bagrUOen das Mitglied des Exekutivkomitees daf IMUK, 
Herrn Professor FreudenthaL aus Holland^ vor allem abar 
begrUfie ich den soeben in Vane ivor gew^hlten kUnftigan 
Prasidcnten dor THUK* Prof. lyanaga. Er ist gwar selbst 
noeh nicht anweaend^ gleiehwohl dai f Ich ihn hier be*^ 
grUSen, er wird otwas apMter eintreffen* Er hat den 
weiten Wog von Japan hiorher nicht geBChaut^ dafUr danke 
ich ihjn im Namen der deuteehen Mathematik-Dldaktiker sehr 
herz lich. 

Die Zusammenarbeit mit dam neuen Pr^sidenten lyanaga 
wird sicher ebenso gut und fruchtbar sein wl# mit dem 
bisherigen Praaidenten Lighthill* Wir freuen una eahr 
auf diese Kooperation. 
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an dcr E:;ntwickliiiitj imU an dun ii< MnUlitin'jon dvr mirtliujna- 
L iBChun PltlaKt i-k hi dur Bundenre[>uhl i k nohinen^ iUlR nich 
(Un. in urmonHrri, daf^ ja dnr ndiMudo ^n^cj/^f i nt f 'rnat l.an.U o 
Konqr^»f3 Qbcr df^i Ma t honuit. j kuni f-r r it^ht 1U76 nnah Doutnch^ 
\*\])(\f and ^wai tiai/h KaiMRrulie, vc:rgoh(Hi worUrri iMl. 

(Mi. <h<'H*'r H'-nritM r i fl .pjiniii hirr ! :;f Hi?-" < Id, Hif^r t n? 
v-H kvit^um ufMl dan Iiu;titut tUr nidaktlk chn' M^dcliunuitl k 
iM ij crrudU.oL '^inrdrn. Wi r nind U.lckl i.ch , dal^ nnch 
jahrMlanqnn an^i off vnrqnbllch i iinfuu ncmrl on AnLHufnn 
nun *nullich uoiurujiai iiU;, d ion oh JiiHliiait alB H antrum 
d*'i: matliema t: i k-d Idakt u^chcn UtMiitihungnn in dt'r Uundoo^ 
i^ f.uldiK iiu; Lf?l;un mi Lulon. ^war kann un^ dafi nicht dlu 
tdalutuj Ancda ■ nqunfj and die Aid jo it tUr din WuH:t3i:ent:'- 
w:i.;hl uiuj dur ma I li* ■'j-at; i :,jchon Diciaktik und dau mathema- 
Liaciuai UntDri Luhfa^ abnchman. An dionum tin3l.LLuL wird 
/ibtM; fine Konrdina t ion vind Kon^u^ritrat ion dor Kriifte mOy^ 
1 icii lyoin, von d<n" man wcrtvol le imi)ulnf^ urhofJtrri kann. 

n irn hat- nleh bnrniLj:! bni dar Initiativp un^l dr-r Orcjanl- 
^^ation di^r Taquny augaigt . Obv/abJ. noch Im AuCbaiw l^at das 
liMf wiD ich hoffe^ mit dioBem Sympo^^iAim oinon yutan Start 
auf dom inta^rnatianalon ParkoLt. 

DoN/or Bie slch den ProblGmGn clcs Gnnniotr icuntQrrichts in 
Vortragon und Diskussionen 2uwendun, ycjstatten Sie mir 
bitte noch ulnUjG klolne allgemuinc Oomcrkunqan '^ur 
Situation in dor Oeometrlei 

pie Ggumotrie hat fast 2 JahrtauBonde lang die Entwick- 
Lung der mathematischen Wissengchaft wesentlich mitbe-- 
stlmmt, wenn nicht beherrocht. Die Namensfolg© Euklid, 
Descartes^ Pascal i Gau5,Hilbert linPe sich fast belie- 
big verfeinerni um das zu illustrieren. Ala Georneter 
sieht man aber mit Sorge, daa seit einiger Zeit eine Art 
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Gmnqm nmin aeheint^ s« ala ob olne gawlsse UberaHtti^ 
gung an GcQtnstc^ie aiyigetreten sai* Der tiefe^e Gcund 
licg-catoet mt\i dMicing dafl jUngeEe Disztpli«en wie Tope- 
logi# odet ALget>ra^ atoQr a\ach neuerdirt^s aktuelle Tailga- 
biet# dcr analysis* dec angewandtan Nathernatik das Int€- 
r^ss^vdoier tetheniatikex In stark«m MaBe fesieln, Gleich- 
wc3hl 1st die Ceometrie v/^lterhln eine lebendige^ ptsdulc^ 
tlv^ Wtss^EnicMf t geblle^en. Sie iat ea aus sich h«aaa# 
sla r^it Biah ^ber aucri dtirch Fortschrltte in andaren mathe- 
matlsahen Die^ipUnen befruchtan lasson* 2, B. die Diffe^^ 
rent jaLga^metiie del: piannigfialtigkcltan durch die Toji©- 
logia odor di€ GfundLagen der Geametrlo durch die Algotora* 

Es v^^r Bonfe Tliomj aar ^uf die ^ichtlgo Rolle hingewlMca 
hat, di-edie Ceometri^ als Bindagl iad gwigehen dem uri^- 
gangaspxacrilichon und ^em i^othemat isehen Berelch spiel t. 
in ae^ LiidsKtik und im unt^rricht der Mathewatik wmr daher 
auch die RcdIi 0 ciQt QQcmatria urd ihre Bed^iitang nle 
strLtteji, illor geht as ja daxuin, daa dida^tlssh rDievanto 
gcofnetr iscHe Mater laL t^as^uw^ihlnn vmd uiit^r methadlschori 
GcsLchtspuiiHt on im Unierricht richtig ain'^usatEen, Kminm 
aiideje inatlit^rn^itiSQhD Ci^^lplln tst^ so we i no ichi beisor 
iMt-ande, an&ch^uungQJi und Abstraktion glatchormaaen bolm 
SchiilL*t f&rderii un<1 sein.Q Kr cativitMt ontwiekelii* 

Mit dies^n Pragen ^no^ilm Sio Hleh nun itx dan folg^ndcn 
Sltzung^n rar^hkundige* * s^lm ich hier in dleser f^Urse 
kann, beieMf tlgoii ^ tc\\ MmQhn Ihnm elnen eHDlgioiahan 
Verlauf dK^ei Sytngos iurns und reiehen Gewinn aus d«n Dis- 
k^ss ionon* 

Dem ver^ins Ul^tDndefi inifclt^t ftir Dldaktik dec B^ath«matlk 
und it©ll\f cJttretQnd f ie4ne l^issensahaftlQt' und ^itar- 
beitet ilbefbriii^^ ioh HelTm KDllogon Stoinor den Dank und 
die besteri Wanscha daJ aeutschen Soktion der IMUK. Lassen 
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Sie mieh zum ^hlufi nmh di@ Keffnunf aysdrUakcni daA wilt 
dlt rrsuda habtn v dmn, inSflichst vleLc v©n Ilineiif dim 
Sie heuta nach Bielefeld ^ekQimen slnd^ in Jahsti^ 
ayoh in Ksrisruhi begrliflen iu Wnnonf wtin dert Mlttt 
Aufust 197€ d^jf dritte Internationala KongriSi ikbmt Mth^^ 
matikunterricKt erttCfuet wlrd, I^h datiko Ihntn, 
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GEOMET^Ii IM MATHEMAT 1 KUNT ERR I CHT - EINE ANALYSE NlUERER 
ENTWICKLUNQEN 



Ich gehe von der Annahme aus, daB heutiutage fast alle 
Menschan gawisse geonietrisQhe Kenntnisse und Fahlgkeiten 
bendtigan, damit bib die sie umgebende Natur und Ihre tech- 
nisch geprMgte Umwelt beaser verstahan uiid Baruf sanforderun^ 
gen beisar erkennan und bOTaLtlgen konneri* In Dielcuesloiien 
aber Gaometrieunterrlcht solLtan dashalb Didaktikar die 
grofle Vlelfalt gaometrischenDenkeris und Handalns sehen^ 
die unterechiadlich varanlagten und interasalerten SchUlern 
v^ermittelt werdan niufl. Ee iat deshalb not^andig, &in diffa- 
renziartas Curriculuin far den Geomatrleunterricht m ant- 
wiakelTi^ das die verschledarieii Bediirfnisia und FSliig'keil-en 
der SchUler berycksiGhtigt . 

TliQAQ. 1 : Fur die Entwicklung eines dif f eranziertan Curricu- 
luma aollten die Badtljff nlssa and FMhigkeiten der 
SchUler Vorrang haban gagentiber den Intareasen und 
dam Geschniack der Lehiar* 

Plase Featstellung iollte .^altstvarBtandllch sein, Abar v^ann 
mari didaktischa Vorschlttge ^um Geometrieuntarricht slchtet^ 
dann arschaint as doch notwandig, sia an den Anfang diasar 
Wbarlegungan zu atellenfc So wlrd inan et^a dan V'arsehlagy 
G^nuiailaateii in der Trigcnometr ie das Poineare^Modalls dar 
nichteuklidischen Gaometrie zu tjritarrichtan * ala ain Batapial 
domlnierandar Interesaen das Lahrers anfiihran kdnnan , 

Es ist eine Erfahrung, daS besondari in der Geometria Be* 
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geisterung fUr eine Theorle, speiielle Vorlieba ftir tricX- 
Miche Probleine, fanatischa Streiige oder philosophiiche 
Idean den Lehrer bliiia sein lassen konnen ftir die- BedUrf-- 
nisse und FMhigkaiten der Schiiler* Curricula sollten ent-- 
wiakelt werden^ dim fiir jaden SahiilGr ein Progranan voreehenf 
das mathamatiseh bed^utsame Inhalte Liafert^ dam SehUlar 
Preude macht uad mGgllchst seinen FMhigkeiten und Badiirf^ 
nissan angemessan ist. Als ain Baiipiel fUr diasa Bestrabun^ 
gen nanria ich KAUFmWs Ausfuhrungen auf dar Carbondale Km- 
feranz liber die Zlelset^uiig dee CSMPp 

Das CBW versticht^ Bin '*indlviduallaLertaB " Curriculmi da-^ 
durch lu orgaiilsiareiir dafl vergchiedene gaomatriacha ^u-* 
gtlnge "wia TopcLogie, KongruanE-GaQmetrte, linaara Algabraf 
projekttve Gacmatrla^ Kombinatarisahe Geometrie und allg^^ 
meine Tatigkeitan wla Mathematisiarung, Alg ebraisierung ^ 
eKperimantalle Zugange und der Gebrauch dar geomatriSGhaii 
Spracha gelahrt warden (K^UPMAK) . Khnlicha Ubarlagungen fin^ 
dpn sieh auch In andaran GeometrielshrplSnen* 

Man baglnnt mit alnan aKparimentellan, intuitiv oriantiertan 
Lahrgang in dan frtihan Klassen (Propadeutik) und fMhrt in 
dan mittleran Klaisan mit einaffl Kurs in gaomatrisehen Tail- 
gebietan fort, dia an einer dar oben genanntan Theorlen als 
Hintergrundthaorie organiiiart eind und in dan allgemeinen 
MathematikuntarriGht intagriart warden* 

Didaktlacha Diskuisionan iibar den Gaometrieunterrieht glel- 
tan bishar ha^ptsachllch darauf hin, dia am bestan geeigiie- 
ta mathamatiacha Hintargriindthepria zu finden* Das imt kiein 
sahr fruchtbarer Ansati, vm ein dif feren^iartes Curriculm 
fUr dia Schula zu entwiekeln* 

T/te^e it Ein difffaranilertas Currieulum^ daa dia verschiedenan 
BedOrfiiissa -und Fahigkeiten dar SchUler bafriadigt, 
kann nicht dadurch tntwlckalt warden, daB^man dia 
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gepmetrische Hlntergrundthaoria Aim Organisationi- 
prlnzip varliert- 

Xhnlich auflert slch KAUFMAN Ubar indivldaallslcrte Ciirricu- 
lai "Urn Bin wirkllch irxdivldualisiertes CurrlciiLum ha^ 
ban, muB man dla versehiadenan Gaslchtspankte verschiadsner 
Menschen bagtlglich Matheroatik im Auge haben, Jadar hat Be= 
dUrfnissai die alna baBtirrante Form von Mathemattk erfiillan 
kann. Jadar kann aainaa Dianet an dar Gasellschaft dadurch 
arftillan, daB ar einen geeignatan Hintargrand von Mathama- 
tlk erhMLt" (muFm^) * 

Obv^ohl man die Mdtwandigkait ainaiaht* die Aapakta das krea- 
tiven Arbaiten^, des Gecmatrisiar ana und des ProbLaml^sans 
in dan Vordargrund stellan/ dominieren him havte dcah 
mahr odar ^anigar iystamorientiarte Kurae im Geomatrle-Un- 
terricht. Das ist wohl daswegen der Pall, wiil bis jat^t 
kalna tlbargaugendan Organisationiprin^ipten antwlGkelt wor- 
dan sind, dia dan varSGhiadanen Aspektw von Geotnetcle an^ 
gamasian aind, 

ThoAg 3t Dlfferenzterta Curricula kttnnen dadutch gefandan war- 
den , dafl man dia Leitlinlan entaparaeiiand den varschli 
denan Sichtwalsan von Gaom^t^lt Mrdert, 

In dia gam Vortrag sol Ian versehiedena Batrachtungs^airffeft' 
von Gaomatrla harvorgehoben und ftiy jed© diaser Batraehtungs- 
weisen adaqtiate Laitllnien lur Konstruktlon dif fertriilarter 
Curricula entvickalt werdan, 

The^e 4i Nur wenn as gallngt, fUr den Geomatriaunteiricht 
dif faranElartie Curricula zxx entwickaln, wird man 
as rachtfertigen kannenj allien ScMlern Geemetrle- 
untarricht im Rataen einai aUgemeinen mathematischen 
Unterrtchts zu arteilen. 

im folgendanv^arden verschiadene Siqhweiien v^cn Geoniatrle 



18 



4 



herv'orgehoben und Leitpriiizipien ^ur Geetaltung adMquater 
larneaqusnzan entwic^elt , 

Dies 1st ain Gesichtspunlct^ unter dem stMrker rezeptiv eln- 
gastallta Matheinatlklehrer QeoniGtrie sehen. Ohne Dlskussionan 
wurda Gaometrie unter dlasem ABpekt wMhrend vieler Gane- 
rationen untarrichtat. Andera Aspekte, wis Anwendung (z,B. 
Ballistiki Fsrtifikation) , Problamiasen (z.B, Dreieckekon- 
struktionan) und dia Eigenschaft das Raumes (e*B Optik and 
Machanik) wurdan unter diesan Gestchtspunkt subgumiert. 
WMhrend der v^rgangeiien Jahre burden viele Vorschiage ga- 
maeht, die verschiadenan geometrischen Theorien als Prinzip 
fur dan Ontarricht harangu^iehen . 

Diikassionan tibar veraohledene gugange waren ausgariahtat 
auf 

ifm/m£e lA^Ue.^ Waleha Theorla hmn mm bastan mathematlsches 
Danken darstallen? 

UtU, dU 6lah mi dm InhaiJt btzWimi WelGha Gegenstaiida mind 

in der Geometrie am wichtigsten? 

% — ■- ■ 

mi mUghtAtm dm SchaleJii Welcha geometrischa Thaorie er- 
laubt den leiehtestan Zugang zur Geometrle? 

Unter dan vialan konkurrlerendan Angeboten mtichte ich eini- 
ga basondars affektive und arprobta harvorheben, die roir 
ftir zukunftiges Unterxichten vrichtig lu sein SGhelnen, Die 
Idaan der Abbildungsgaoinatrie haben sich ale behr bedeutsam 
ftir dia Klaisan 7 und 8 harausgestellt . Nach Vorichiagan 
von WILLEHS, fmBTi JEGER und FABER in Dautgahland wurdan 
cLbbMdmQSoUtYitLi>Alg Kursa ant\*ickalt und praktiziart. Dia^ 
matitan LahrgMnga heban heut« in dieaen Klassen Kongruanz- 
ahbildungaa und ihra llgensohaftan 2u Beginn harvor. Subtile 
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Dlskuesionin, ob Splegelungen (WILLERS , PABER) od^r kcn- 
kurriarend, affine Abbildungan (PRADE) , grunaiagand iJn 
Geonietrleuntarricht sein sollten, schainen tnir vo^wlegend 
an dan parionlichan Intersasan der Geometer oriantl^rt m 
aeinr dann die SchUlar mind an ainem axiCOTatieshan Aufbau 
in diesar Altarsstufe nicht intaresaiart (FREUDEN^aAL) ^ 
JEGlRs konstruktive Abbildungsgaomatrie und SfEINlRs Vor-- 
schlag auf den Carbondale Konfereni^ allgemein KoftgrMM-^ 
Abbildungen fiir die Grundlegung der Geomatrie gu wShlan, 
stallan aina gute Zusa^anf assung der Idaen der AtobiWangs^-- 
gaomatria dar, Man wird mehr Oder wanigar exparimiintell 
durch Arbaitan mit Traneparantpapiar , Spiageln^ Sqhera und 
Papier, Zlrkal und Lineal Kongruenzabbildungen hinftihraii 
und Ihra Eigensehaf tan studiaren, Daraus ergibt sioh aln 
Vorrat fundamentalar Einsichten, auf dan man ainaji Geoma^ 
triekurs aufbauan kann, 

Dar OLuppi^nbagnli^ imt lu einar Leitlinia fUr einiga frucht- 
bara TMtigkeiten ampfohlan wordan Ci.B, durch dia "Syncipsis" 
der OEEC und durch dia Carbondala Konfereng) , Ubai^geugande 
Beispiala filr elne Anwandung des Erlanger-PrograimTia sind 
die Systematik der Viereckslehre mit Hllfe von Syroiatrie— 
Gruppan (BMERSPELD) und DIENES' Aktivitatan. 

Eina breite Diskuision fand tiber die Wnao^e Algtbna. statt* 
DIEUDDNNl, SERVAISi CHOQUBT und PAPY machtan tellwelsa m±t 
groBem Elan vartretena VorechlMge lur Betonung dimm As-- 
pakts bereits in den mittlaren Klaasan. FUr die Ofeeratufa 
wird in der linaaren Algabra aine M5glichkeit qmBmhrntii 
ainan Beitrag zur Axiomatisiarung lu liafarn (^*B^ PXCKEHT)* 
Spo^zlM^. Ge^omoMlgn wie Inversiong-Geoinetria (COKBWR) # Gao- 
metrie dar Polygone (lACHMANN) , IniidenE-Gaometri^ 
LER) und endliche Gaomatria acheinan hauptsMahlieh dem 
formalan Training mathematischer Dankwaisen au di^nan* 
Wann man diasa ZugMnge bawartetf dann mufl man dia koatba*^ 
re Zeit der SchUler im Auge haban. Es sollte diakiitiert 
werden, ob diese Ziale nicht gleichwertig mit Ubungari 



20 



6 



an wichtigeren Obj^ktan erraicht werd^n k5nnen, SchlieflliGh 
aind viele "VorBehi^ga gemaeht wordan, topologUthg Idean 
fUr den Gee^ietriaMterricht fruchtbar mu machen. Ich var- 
wals^ auf die Arbaitan von HILTON, KELLV, PAP¥, IfALL^BEN- 
STEIN und raiDIG, Viala van ihnan Bind erfolgraich erprobt 
worden fUr atne problamorientierta ElnCiihrung in den Gaoma^ 
triauntarricht*^ TPailwaisa warden dies© Uberlagungen be- 
grUndet mlt PIAGErs Theorie von der Entwieklung gaDma- 
trlsGhan Deiikini * 

All diase gug^nga leiden darunter, entwadar, zantrale Bagriffe 
dieiar Thaorlan naiv banutien* ohna aueh nur anniharnd 
Ihra Tragv^alta trfassan, ©der Gaomtfcrie als ein an einar 
Hintargrutidtheprle orlentiartes Pertigprodukt iu untarrieh- 
tan^ dasaea ^usaitmenhanga von den Scht^l^^n nleht arfaflt 
werdan. 



1 . V* 

Dies ist aina Batraehtungsweise^ untar der kraativa Hatha- 
matikar Geomatrie sahen k5nn^n* Kj^itik gegen ainen Untar- 
richt, der Mathemtik als ein Partigprodukt untarrichtat, 
fUhrte 2u nauen Organlsationspriniipten, KI^IN^ TOIJ^LIT^ 
und WAGENSCHEIN gaben wiohtige Anragmigen mit der Idee das 
ganatlschen Lehrariir 

Wenn man sia auf die Aufgaba der Theoriinbildung baziaht, 
so kann man ainati tJntarrieht erhalten^ dar 

oriantiart ist. Ein frUhea Baisplel iit FLADTa Parallalen- 
lehra (1923)* FRlUDENTHALs Idea des lakalan Ordneni hat 
die didaktii0he Diakuaslon weientlich angeragt, Auf der 
Oberwolfaeh-Tagung 1962 haban GRIESIL, KIRSCH und STEINBR 
intarassanta Vot^chlMga fiir Ubungen i^ AHiomatiatarung ga-- 
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ledeutende TMtigkeiten Binds 

legriffe definieran, naah prlmitiven Begriffen suehen, Satze 
fornmlleran^ Beweisa geben, Bewaiee analysieren, nach lo- 
9iich€n Beiiehungen suchan^ verschiedene Definitionen al- 
lies Begrlffes verfleichen* einen Vorrat von BMtien I'usaitmen* 
atalleri^ verallgemainern und Mathodan diskutlaren. Geeignet 
attid Saehvarhalta^ die ausretchend viela Variantan gaitatten, 
Ein praktikables Baispiel ist die CharakterisiBrung von 
gaortietrischen Objaktan mit Hilfa von Eigansehaf ten (z.B* 
tier Raute^ WlfTMANN 1974)* Man eOTittelt zunMehst aine ^u- 
samnienstallung von Eiganschaf ten, aus der man nun Taileigen* 
aahaften ausiondarn kann^ die das Objekt oharaktarisiar^n * 
Sowohl in der Suaha naeh Eigensehaf ten mlm aueh .nach eha^ 
rmkteriiierandan Systemen von Eigeniahaftan haban die Sohtl- 
ler augraiahand Spialraum zu salbstMndigar TMtigkalt, Moti-^ 
vj^eren lM3t sich dieea Uberlegung vom Problem das "Steck- 
briafes" her* Freilich lit as schwer, fUr die Entwieklung 
allies solGhan UntarriGhts ein Sehulbush lu sehrelben, das 
^Inerieits gealgnata Impulse und Inforinationan gibti ohne 
^ndererseits die n\5gllchan L5sungen vorwegiunahman . 

is bastaht deshalb die Gafahr, daS die Idea das lokalen 
Osrdnans als eine BagrUndung ganomman wird, aina lokal ge-- 
ordnata Geomatrle als ein Fartigprodukt aniubiatan. 

Dtae ist ein weitarer Gasiehtspunkt, unter dam kraativa 
Hathamatlker Geomatria sahan kbnnen* Gerade die Anregungen 
^urch gfomatriaohe Probleme haben intfnar wieder aueh Nieht-" 
Mathamatilcer zu Fraunden d©r Mathamatik gamaaht. In der 
p^dagogiMchen Diskussion ist haute problamoriantiartar 



Untexrlcht sehr wlehtlg, I»robleine werden benut«t lur Moti* 
vattori^ Anwandung und auch eils lentrale Gegenstlinde des 
Unte:crlehti, Wann man vearschi^dane VorSGhiage ainalysiert^ 
GecDm^fcrie problemorientt^rt tu \interrichten, dann flndet 
man haiuptaMchliah Kiirse, dla 

sind. Die Probl^e werdeii benutitr, urn zur Entd^okung von 
Batten hlniufUhran^ die dann selbit wiedar ali Wsungi'^ 
strategien fUr weltare Problewi fllenan kOnnen. let klar* 
dafl Ts\mT\ damlt kelnan substantlelt neuen Euganf findet, 

Im trsditionellen UnterrlGht wiirdan Falder von Problem- 
sanunlungan benutat, wi« %,B. Dreteckskonetruktlonen und 
geomcfcriieha brter, Diei© varen 

an dim BijkttffO^k du Gtg^m^ t^ndu, 

indant man z,B, dia varechladenan gagebenan StUeke vajcliertei 
Konstmiara ein Dreieck aus 3 Sattenf 2 Saltan und dam ^in- 
gaschLopianan Winkal? 2 Saitan und dam Winkel^ dar dar 
grdfleren gegentlbarliecfti 1 Saite und 2 anllag$nden Winkeln 
usw. 

Han vimiQf daS das ain aehr wichttgas farmalas Prin^lp Ist, 
Dann 0s kann da:iu dlanen, slch teaser zu erinn^^n und al** 
nan roten raden findan. hhmt im traditioneHin Untearriaht 
ist dieses Prinzip Ubarstra|>a^i«rt worden, Es 1st maglich^ 
daS Problem©, die seh^larlger lu Itisen slnd ais apMtere Pro- 
biama, eher bahandelt warden. So kann maglichwwelia dlese 
Oriantlerung ahar alnengarii 

Nauers Vorsehiaga fUr anreganda Problamsaquen.an, %,B, von 
mGEmCHEin, WIMENBERG und EMGEL, sind oft 

So behandelt ENGEL die ProJblamseqwnian "Optlmlwung" Qdw 
'•Etnteilungen der Ebene" naeh waehsendem Bchwlax^lgkeitigrftd, 
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Mir iehiint der Froblemkreii Optimlerunf besondars gUnstlg 
2U sein? da er sleh Uber mehrere Stufan hinziehen kann, 
Man beginj^fc atwa rait dem Probltnii einan Punkt m findan, 
dmt minimal© kbstandasumme von drei andaran hat, Eina 
iungsstrat^gie erMIt man mlU Hilfe dar Draiackiungleiehung, 
Ober Sahnitfea von Halbebanen erMlt man ainan Zugang zur 
lin^ar^n Optlmiarung im 2-dimensionalan Fall. Bel der Bm^ 
handlung von Parabeln kann man Optlmlerungiaufgaban ba- 
handeln/ die mlt der BestiimRuni des Sehaltals galdst wer- 
den, Diasa Satraahtungan kgnnan in der Analysis vartleft 
werden* Dibei besteht jedoch in jadar Phase dia Gefahr^ dafi 
man die Mithodenielnar Stufe Uberstrapaziart. 

Es seheinfc mlr deshalb sehr wiehtig lu seln, dafl solahe 
Themenkreiae Uber mehrare methodliche Stufan ftihren, urn 
einer Vertiefung konunan, 

FUr dia ausfUhrliahe Dlikuesion der Themenkraismathpda var- 
welae iah mt die Arbeit von ^^IWMAMN {1974)* Diese Idea 
das themenkraisas ist ain wertvoller Beltrag fUr elnen 
GaometriaUnterricht, dair von Problemen beharrscht ist, Man 
sollte aalahe Themenkraisa auah an Projekten das tMgliGhan 
Iiebens* dmn Berufei ©der einer Wlaeansahaft orlentiaran, 

Beisplelsv*#lse Bind dia mtigliohen Parkattiarungen mit Pita- 
sen Oder das FSrban von Karten mGglleha Projekte, Haute war- 
dan solah# Fragestellungan imaist in dan liahrgang ainge- 
streut, ux(\ "Oasan" sohaffen* So kann man etwa das Par^ 
kattiarun'JsprDbleiTi als Anwendung das Saties von der Kinkal^ 
summe im Vieleck bahandeln, Han beraubt sioh damlt jedoah 
dar Mtigllohkait^ diesen 'Ihnmankreis ali eina Laitidae z\i 
verwendan^i mlt der dia Schtiler den Formanreiehtum von Mustarn 
in Eigent^tigkeit erfasaen kdnnten* und durch dia ale atwas 
vam Rel^ d©r Mtigkalt einas Designers arfahren kdnnten. 
Am Anfang stMnden also VielfaXt^ pormanrelGhtum und Tun, 
wMhrend 2.6* dia einangende Frag© nach m5glichen ragultiren 



24 



10 



Parkattierungen erst am Ends einar snathematisehen 7er* 
tiefung fUhrte. 

Nach dan Erfahrungen mlt Kursen, die Sahtllar fUr ainen Ab- 
schluStest trainiaran, z,B, ftir das Zentralabitur, oder 
fiir elnan Wattbawarb, z.B. Olympiade, sind ProblemsaquenEen 
entwickalt worden, die 

slndf bal danan dar Gtmd dar Schwiarigkeit ^unlnunt^ Diasag 
Prinzip hatte den traditlonallen Algabra-Unterrlcht Uber- 
vnichert (LENNE) . Die Kompliiierthait ainar Aufgabanatallung 
kann damit zu ainam falsehen MaBatab fUr mathamatisches 
Niveau wardani Man wei0 aufierdemf daQ ein solehas Training 
sehr sehnell unwirkiam wird, wenn man nicht in der Ubung 
bleifat. Auflardam baitaht die Gefahr, dafl matheinatischa Idean 
in dan Hintargrund traten, wMhrand Technlkarii haute Mufig 
vornehrner Stratagian genannt, Uberbawertet werden. Diea 
prinzip iBt allanfallB fUr lokale Organisation fruehtbar. 

Ein Interassanter auf Problenta bezogener UntarrlGht ist 
mdgliGh mit Kursen, die 

an Spielm o^mtieM 

sind. Ein anragandas Beiapial ist in SCHUPPs MUhLe-GeQinatrie 
gegabeni Er erhMlt aine SaiMnlung von Probleman, indaim ar 
die MUhle^Konf iguration als eine endliche Geometrie batraah^ 
tat, GaDfnatriSQha Einslchten fUhren Lasungsstrategian, 
Insbaiondara sollta man naeh solchen Spielan auehan, bai 
danan man Gawinnstratagien auf dar Grundlage geomatriiGhar 
S.Htze erhMlt, 

ProbleniQrientierteif Untarricht ist hauptsHchlieh motiviert 
dureh das Interesae an foritialan ^ialen* Wichtiga Aktivitaten 
sindi Transfonriation des Problenis, Suehe naeh ahnlishen Pro* 
blaman mit bekannter L5sungp Finden einer Annahme, Entwlk* 
klung von L5sungsstratagian fUr Typen von Problrfmanf Ver^^ 
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gleich versehiedener Ltiiungen und Entwicklung neuer Pro- 
bl&mm rnit Hllfe das ProblamlSaens , PrDblemoriantiertas 
Unterrlehten kann kraatives Denken fdrdern und fUr Mathama- 
fclk im allgamainan motiviaran, Aber man mufi auah den mtig- 
Hchan antmutigandan Effakt auf arfolglose SahUler dutch 
schwleriga Problema aehan odar dan abstumpfenden Effakt 
blofler Ubungen auf bagabte studenten, 

4 * Gaomgt/Ug aJU eiri VonAat von ThtonlQ. ^Sa HcLndZungm 

Viale Manschan brauchen Gaomatria als ainan Hintergrund 
ftit Tachniken, Konitruktionen, den Umgang mit Itistafumentan, 
^um Traffen von EntiGhaidungan usw* Auch ftlr Sehttler mit 
solehan Badlirf nissen ist Gaomatria bis haute in einam mahr 
odar wanigar daduktivan# iystamQriantierten Wag unterrich^ 
t^t wordeHi Praktische Problama odar AktivitMtaii wterdan 
nur zur Metivation odar als Anwendung banutzt, Em Ist ar- 
schreekand^ wann i.B, ein Gaomatriabuch ftir taGhnliOha Be^ 
rufe haute immer noch im waiantlichan sine Saquetii von Da^ 
fintltionan, satzan und Beweisan darstallti In d^r teehnischa 
Problama ladtglieh in dan Ubungsaufgaban auftratan* 

Die Autoren sehen dabei of f ensichtllch nicht dia KOgliohkei- 
tan, GeometrieuntBrricht von praktiiehan, technlichan Auf- 
gaben her lu organisieren, Es sollta unsar Ziel i;eln# die 
Praxis besier %\i integrieren, Man kann z.B. Lern$aquanzen 
antviekaln# die 

prientiert Bind, Das klassischa Problem der m5gliahen Kon-^ 
struktionan mit Zirkel und Lineal hat dadurch ainen atwas 
spitif indigen ^ug bekommen, daS man dia arlaubtiin Konstruk^ 
tlQnan nur auf dlasa Instrumente basohrMnkta, Aber as aaheint 
doah natUrlich lu sain, am Anfang alnes Lehrgan^ei gunMahst 
diie M5gliahkaltan diaser Instrumante zu arforMCheti* Man kann 
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auch die verschiodonQn Konstruktionan mit dor Zeichenma- 
schine eines Architekton betrachtun and ihre Arbeltsweisa 
ergrllnden ounhen * E@ erechelnt Binnvoll , frllh die Kon- 
struktionsm^glichkeihon mit f.lrkel und Geodreleck m er^ 
fas0€*n* Man nrhfilt so oin pr akt I knhUis ?ieich€5ngartit und 
aino aueraiGhQnde goometriBche Basis. Varsuche seheinan 
nueh zxx 2eigc3n, dafl SchUlar in KlaBBn 8 durchaus fUr gad-- 
metrisahea Arbeiten rnit eingeschrdnkten Mittein zu gewinnen 
Bind* So kann man etwa affine Goometrie mit dem parallelc^n-^ 
lineal erhalten (PRADE) , Arbeiten mit Spiegeln (WALTER, 
PROKSCH) k5nnen f^^inem AuCbau der Gaonif^trlc! aus dem Spie- 
gelungsbegrif f fUhren, Man kann Unterricht auch an speiSi- 
ellen Typen von Instrumenten orientieren wis z,D, LMngen- 
mesainetrumenten , Im Hinblick auf beruf sorientierten Unter- 
richt ist ea zwGckmMBig, Unterrichtsoinhaiten finden^ 
die 

an QJnm P^o/efef o^Q.nt.lQAt ^Ind* 

So kann e»B, in dem Projekti Planung und Bau eines Hausas 
eina FUlla geQmetrischer AktivitMten angesprochen werden* 
Beraits in der Planung werden FragGn des MaOatabs, der 
Khnlichkeit, Toilungon von Streckdn# Zeiohnon von Winkaln^ 
Hassan von Winkeln^ Bestimmen von FlMchen- und Rauminhaltan^ 
Zaiehnen von Grund- und Aufrifl, Laaan von FlMnan usw, ange^ 
sprochen* Das kann bis zu tief liaganden Fragen der projak* 
tiven Geometrie fuhran (i,B» FLETCHERS Architect's Geomatry) 
Fdr dan praktischan Tail sind GerMta wia Wassarwaaga^ Sank* 
blei und Spannleine als praktiseha Warkieuge fUr geomatri-^ 
sche Konstruktionan zu entwickaln* Ein anderes Beispiel 
kann die Konatruktion von Straflen sein; Die ktlrgeste Ver-- 
bindung iwischen zwei D6rfarn zu findan^ ainan Punkt mit 
minimaler Abatandasumma von drai anderen Punkten zu finden, 
Kurvan und Tangantan zu konstruieren, Kurven planeni die 
aina bastimmta Maximalgaschwindigkait arlauban, uaw. Diaaa 
Tatigkaitan kdnnan bald von sahr alamantaren Fragen zxi 
schwierigaren fUhren, Vor einiger Eeit konnte man in dan 
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Nachrtchtcn hdran, da5 alio unsere Lnndkartan ideologiflch 
Bind# well untorentwlckol to Teilo der Erdo klcln ge- 
zoighnct werden Im Verfjleh h zu entwickelten Tellen* Eb 
wurde gogaqt, daD jot^.t Glno raaliatlsche Landkarte ent- 
wlckelt wordnn aei» ikiiah oino FestBtoilunq kann Gino Moti- 
^fation ftir die Betrachtunfj kartographlacher Fragen eoin, 

Es 1st Xalcht, verBchledGno Typon von Projektionen olnor 
Kugel auf elne EbonG (e.D, Ubor eino Tangontialebfine, ei^ 
non Kegel odBr einen Cylinder) entwickoln. Sle k(5nnen 
isuerBt konBtrakttv beschrieben werden, Fragen nach den 
Invar lanten der verwendeten Abbildungen wia LHnge# FlMchen* 
inhalt und Wlnkel kttnnGn mit Hilfe elvsmentarer Detraehtun- 
gcn fUr wiahtige Typnn beantwortet werden, Man kann dann 
diesG Problema auf einer hdheren Ebane mlt Hilfe analytic 
scher Mittel behandeln. Die notwendigen Werkieuge arhMlt 
man leicht naeh dinar EinfUhrung in die Parameterdaritellun- 
gen von Kugel, Ebena und Abbildungen* In einem Projekt kann 
man mit dem Prablem beginnen, einen Stadtplan zu entwickeln. 
Hior werden Fragen der XhnllGhkait angeaproehen, Dae kann 
dann lur Konstruktion von Erdkartan fUhren* Der Themen* 
kreis der Karfranf Mrbungen IMSt sich fruehtbar integrieren, 

Ein anderei Dei spiel ist daa Studium von Dachkonstruktionen* 
Die Vielfalt der bei DMchern auf Hausern und Kirohen in 
Europa auftrotenden Formen kann analysiert werden mlt Hllfa 
der auftratenden FlMchen und Karper, Man beginnt mit ebenen 
FlMchen und kann spMtar RegalflMchan betrachteni die auch 
bei Dachkonstruktionen in der modernen Arohitaktur gefunden 
warden kdnnen. Dieses Projekt lM3t sich arweitarn, indem 
man naah dar Statik von DMohern fragt. Das kann ein 
interessantar Zugang zu Vaktoren sein» 

Anwandungen von Geometrie in der Wirtschaft wie 1*1* lineare 
Optimierung odar Methode der linearen Algebra in dar Theo^ 
rie dee Marktes sind brauehbar fUr Kursei die orientiert 
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slnd 

Die angefUhrten Theorien eollten nicht als Anwendungen dar- 
geatellt WErden^ sondern solltan in einem Prozefl der Mathe- 
matlBiorung gewonnen werdon* PAPVn Ertfahrungen mit EinH«iu£s- 
vektorraumen zeigan eine aolche Mdglichkf^it . 

Durch die NMha der Praxie ist aine intansive Motivation fUr 
praxisorientierte Studantan mdglich* Sie ktinnen fUr das spM- 
tera Berufelaben vorbaraitat warden ? und man kann ainan 
Untarrieht durah Tun praktizieran, Anderarsaits soilte man 
die Gefahr sehen^ auf ainar blofl technisohan Stufa stahanzu- 
bleiben^ ohna dafl die gaometrieahen Idaen varstandan warden. 

FREUDENTHAL und WAGENSCHEIN haban hervorgehoban , dafl Studen- 
ten fundamantala Einsichtan geomatrisdhar Natur in den Raum 
bendtigen, WAGENSCHEIN erinnert an die griechiache Vorstel-^ 
lung von Geometrie als "Mathamatik aue dar Erde", FREUDENTHAL 
gibt viele Deispiele fundantentalar anragendar Fragen wia 
z*B* "Warum wird ain StUck Papier IMngs einer Geraden gafal^ 
tat?^ Warum ist die garade Linie die kUrzaite Verbindung?, 
Was iet die Beziahung zwischan dar wirklichan und der schein^ 
baren Gr5Sa eines K^rpare?^ Was ist aine starra Bawagung 
auf dar Kugal"? Mdgliche Lernsaquenien kdnnan orientiert 
wardan an dar Mathamatieiarung der Umgabung der SahUler, 

Bi geht darum, gaomatrisehe Objakta ira Klassanraum zu ant- 
deckan^ Baziahungen gwiachen ihnen zu suchen und EKpariman- 
ta mit K6rpern vorzunehmen^ umcErf ahrungan mit Formen, FlM- 
chan und Kdrparn zu gewinnen* AnsMtza dazu kSnnen in allan 
modernan GrundschullahrgMngan^ gaf undan werden, Pioniera wa- 
ran TREUTLEIN und van HIELE, 

Aber nicht nur die mehr oder wenigar taehnlacha Umgabung dar 
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Kinder solltG analysiert warden , Wie WAGENSCHEIN empfiehlt, 
aoiltiin wir vereuchen^ unaere natUrliche Umgebung mlt Hil^ 
fa geomotrischer MittGl verstehen* Die SchUler sollten 
einen Blick fUr die Vielfalt geometrigcher Formen in der 
Natur gcwinnen* Das Betrachten von Kristallen^ Bienanwa- 
ben, Spinnenweben ^ oder mikroskopische Aufnahmen von fallen 
und Geweben konnen sine ErlebnisgrundlagG verBehaffenf aus 
der geometrisehas Denken und Handeln erwachsen kann. Dies 
kann seinen Ausdruck finden in Kursen, die orientiert sind 

Bedeutende physikalische Theorien? die Geometrie benutzen, 
sind Mechanik^ Optik und die Relativitatstheorie . In PhyaJk 
wird Geometrie als eine paesende Theorie auf Beobachtungen 
angewendet. Fur den Geometrieunterricht ist es wichtig^ 
eine Theorie durch Gaometrisierung der Natur erhalten* 
Darin unterscheidat sich unser Zugang von dem der Physik- 
lehrer, und wir kbnnen vom Physiklehrer nicht verlangan^ 
den FrozeB der Mathematieierung der Natur zu unterrichten * 
Man sollte aber auch die Gefahr sehen, daS bai ainar tlber- 
betonung von Experiraenten dureh ihre Uberzeugungskraft daa 
Entwickeln einea BeweiabediirfniseeB erschwert werden kann* 
Solcha Pragen konnen auf dae allgameinere Problem das Rau- 
mea fUhran, Damit laesen aich SchUler mit philosophiSGhen 
IntereBaen anspreahen, Daswegan mSehta ich Kursa harvorhe=- 
ben, die 

orientiart sind* Das baginnt mit f undamentalen Erfahrungen^ 
wie sie FHIUDENTHAL beschreibt, und kann schliefilich lu 
Fragen urn konkurrierenda Modalle der Wirklichkeit fiihran. 
In den Diskusaionen Uber den Untarricht in niGhteuklidischar 
Geometrie wird neben dem Aapekt das axiomatischen Arbaitans 
immer wieder der Gadanke hervorgehoben^ dafl man damit die 
Beziahung von Geometrie und Wirkliehkeit diskutiaran kann* 
Die ZugMnge, die das Klein-Modell odar das Foincare-Modall 
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benutzen? sind nlcht beeonders fruchtbar, denn dlese Modelle 
sind 2U weit von der Realitat entfernt* Dagegen erhMlt man 
einen fruchtbaren Zugang zum Problem der mathematiechen Be- 
achreibung dea Raumes durch die Minkowski-Geometrie , wie es 
von LAUGWITZ 1968 empfohlen worden ist. PICKERTs Vorschlag, 
eine Metrik mit Hilfe von Kegelschnitten einzuf Uhren, kann 
abenfalla zu solchen Betrach tungen fUhren, SGhliaBlich m6ch- 
te ich darauf hinweiaen, daS in ainer Zeit, in der Raumfahrt 
aktuell ist, sphMriache Geometrie weitgehend in Vergesoen- 
heit geraten ±st. Ich machte nicht den auf gabenorientierten 
Unterricht in sphMriaaher Trigonometrie zurackbringen , aun- 
darn die Pflege der traditlonell guten Beziehungen zur 
Astronomia empfehlen, 

Ein geonietrischer Kurs untar dam Aapekt dar Thaorie dea Rau- 
mes kann die SchUler zu einem beaaaren Veratandnia ihrar Um- 
gebung fUhran und ihnen klare Vorstellungen von der Wirklich- 
kait liefern* 

Pas ist aine Batrachtungaweiae einea an der Gaiateagaachich- 
te intereaaiertan Menaehen, In Diakuaaionen uber genatiaehas 
Lahren wurda die Idee entwlokaltf Kurae 

zu organiaieren. TOEPLITZ empfahl das ala direkte genetische 
Methoda. Er hoffta damit in der Lags zu aein, Manachen fUr 
Mathematik zu motivieren, die durch steril dargaatellta Maths 
matik frustriert waren. Gute Baiapiale fur fruchtbare An- 
wendungan dieaar Idea aind die Entwicklung daa Probleina der 
moglichen Konatruktionen mit Zirkel und Lineal Oder die Be- 
stinnnung des PlMcheninhaltae . 

Man kann Kurse auch orientieren 
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an dm BQ.Widgzn tinm yoUhtcQgn Bpoahg 
der menschl.T Chen Kultur, 

Beispiela kannen aein die Proportionen und das Raumproblem 
ini 19. Jahrhundert, Diase Orientierungen gaben die Mdglich- 
kBitf nach soziologischen und philoeophisah^n Beziehungen 
Buehen. 

Flir Btudentan auf einer httheren Stufe kdnnte ieh mir Studien 
denken^ die orientiert sind 

M6gliche Beispiele sind DBSCAETlS, RIEmNN? HILBERT, KLEIN. 

Bei dieser Siehtweise von Geometrie aind sinnvolle AktivitM- 
ten: Einen Originaltext lasen, alte Redewandungen in moder-- 
na mathematiiseha Spracha Qbersetzenf KomJnentara lasan/ Dar-* 
stallungan tiber Mathematiker lesen# phllosophische Oder aozia 
la Bedingungen analyeieran/ versahiedane Msungen batrachtanr 
Sndarungan der Problamformulierung diskutieren/ das Problem 
von einem rnodernen Standpunkt aus diskut^iaf en , naah Ein= 
fltisBen auf epeiielle Problemf ormuliarungen in nauerer 
Forschung auohan^ 

Der Lehrer kann Mathematik ainfiihren ale das Irgebnis das 
Ringens nach einer Ldsung von Problamen, So kann Mathematik 
als eine lebendige Wissaneehaft gayehen wefdan. 

Von einem soziologischen Standpunkt aus Kann Mathematik stu= 
diert warden als ein Ergebnis von Forschungen in alner spa- 
ziellen Zeit und Umgebung. Aber man mufl sehen* daB es sich 
um eine aufwendlge Methode handelt, die nioht fUr die ganze 
Geometrie und auch niah-^ ftir alle SchUler ftuehtbar ist* 
Bis heute ist sie trotz wiederholter AnsStge noch nicht als 
aberzeugenda Unterrichtsstrategie antwickelt worden. 
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7 . GzomtnlQ, al4 e-iM VohAo^t an Fo^mm 

Heuta Bind viele KUnstler von geometrischeri Formen faszi- 
niert. Wir wissan tiber geometrische Studien von beruhmten 
KUnstlern in der Geschichte. DisBe Beispiele konnen migmn, 
dafl wir die Notwendigkeit kanstleriBch orientierter Kurse 
in Geometrie sehen solltsn. Man kann ai@ organisieren 

an BQ^obaaktung and hiaZij6z von Fonmgn 

in der Natur {z,B. Nrntze , Gewebe^ Kristaile) , in der Archi* 
tektur (e*B* Symmetrien von GebHuden) und Kunet (z*B. Orna- 
mante) * Ich mdchte auch erinnern an die historischen Dis- 
kussionen Uber die Roile des goldenen ichnitts and das per= 
spektivischen Zeichnena . 

Pragen, di^ a ich auf 

E^zmg^n von foHman 

beziehen, erlauben einan breit angelegten auf Tun ausgerich- 
tetan Unterricht, Forechendeg, kritieahei Analyaieren des 
eigenen Tuns kann von elementaren Fragen der Beschreibung 
von KonstruKtionen zu Analysen von durch komplizierta Taahni- 
ken erzaugten Formen fUhren, wis sie etwa in der Kineniatik 
behandelt warden. Die meisten Elementarkurse bemUhen sich 
darum, schon in der primarerziehung Kinder mit der Vielfalt 
gepmetrischer Formen und BeEiehungen bekannt eu machen, Abar 
man aollte auch versuchenr diese Ideen fUr Schtiler einer 
hdheren Stufe fruchtbar maehen. 

Die diskutierten Betrachtungsweisan von Geometrie sind sichar 
nicht alle maglichen. Aber ich halte sie fur wichtig in der 
didaktischen Diakuasion* Ea wird schwer sein, eindeutig je- 
da haute im Geometrieunterricht verwendete AktivitMt einem 
aolchen Aapekt zuzuordnen. Dam war auch nicht das Ziel mei« 
ner Uberlegungen, Vielmahr sollta dadurch die Suche nach 
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neuen AktivitMten angeregfe werden. 

Es wurden einige allgemeine Prinzipien, Mathematikunterricht 
iu organisieran, angeaproQhen, Boweit ich aahe, slnd sie 
konsiBtent mit dieeen Oberlagungan, 

Die Darstellung verachiedener OrganisationsmSglichkaiten 
iat als Hilfa fUr Untarrichtsplanungen gedacht. 

FUr giobalz Planungen: Man kann eine bestimmte Sichtwoise von 
Gaonietria in ainem Lehrplan fUr eina baetiiranta SchUlargruppe 
betonen. Gferade in intagriarten Gasamtschulan erhMlt man dam- 
mit Bin Dif f eranEierungainodell naeh varschiadanan Badtlrf^ 
nissan and FMhigkeiten. 

PUr tokdtg Planungani In einer Lernsequanz warden nachainan^ 
dar versGhiadane Sichtwaiaen batont/ um den Untarricht ganti-^ 
gend breAt anzulagan. 



20 



LITERATUR 



P. BACHMANNi 
K. BAUERSPELDi 

G, CHOQUET: 

H. S.M. COKETERi 

J. DIEUDONNE: 

E,B. DVNKiNi W.A* USPENSKIi 
A. ENGELi 

K. FABER: 

K. FLADTi 

T.J. FLETCHER I 

H. FREUDENTHALi 
H. FREUDENTHALi 
H. CRIESELj 



n-Gons, in H.Q* Stelner, The teaching 
of geometry at the pre-^college level, 
Dordrecht \9'^\ t 12^33 

lin Beitrag der druppentheorie zuc 
Systamatiiiierung geometrischer Figuran^ 
MNH 14 (1961/62) 274-278 

Neue Elementargeonietrie ^ Braunschweig 
1970 

Inversive geometry ^ in H.Q* Steiner, 
The teaching of gearnefcty at the pre- 
ccllege level^ Dordrecht 1971^ 34-45 

liinear Aigetota and Geoinetry# 1969 

Mathematische Onterhaltungan 1 , Mehrfat- 
benprQbleni^ r Berlin 1955 

Geometrical activities for tha upper ele^ 
mentaty school i in H.G. Steiner, The 
teaQhlng of geometry at the pre-collega 
levels Dordrecht 1971 , 77--11S 

Konstruktl^er Aufbau der Euklidieehen 
Geometrie aui den Qrundeatzen d^r Spie- 
gelung, MO 4,3 (1950) 2o-S6 

Uber die Behandlung der Parallelenlehre , 
ZMNU 54 (1922) 78-84 

Der Georaetrieunterricht ^ Alctuelle Pro- 
bleme und Eieivorstellungenr MU 20,1 
(1974) 19-35 

Mathematik als pidagogische Aufg.ibe 2, 
Stuttgart 1974 

Mathematics ag an Educational Task, Dord- 
recht 1973 

Lokales Ordnen und Aufetelien einer Aug- 
gangsbaiis - ^in Weg zur Behandiung der 
Geometrie der Onter- und Hittelstufg, 
MU 9,4 (1965) 5S-65 



D. van HIELE-GELDORFs 



De didaktiek van de meetHunde in de eerete 
klas von het V.H.M.O. 1957 



21 



P. HILTON I 



Topology in the High School # in 

H.G. .^teinerr The teaching of geometry 

at the pre-college level/ Dordrecht 1971# 

160-177 



W. iSHElMi 



Propadeutische EinfQhfUng von Bewegunga^ 
gruppen anhand der StreifenornamGntei 
MU 4,3 (19SB) 86-95 



Konstruktive Abbildungsgeoinetrte # 
Luzern 1964^ 



B. KAUFMAN: 



Background j in H.G. Sfcelner, The teaching 
of geometry at the pre-callege level * 
Dordrecht 1971, 1-4 



A. KIRSCH! 



Endliche Gruppen ale Gegenatand fUr 
axiom tische Obungen, MU 9,4 (1963) 



r. KLEIN: 



Elementarinathematik vom hoheren Stand- 
punkt m3i Bd.2, Berlin 1908 



D. LAUGWiTZs 



Die Geametrie von MINKOWSKI i MU 4,4 
(1958) 27-42 



LENNEx 



Analyee der MathematiJcdidaktik in 
Deutschland, Stuttgart 1969 



OEECi 



Oynopses for modern secondary echool 
mathematicE 



G, PAPYi 



Der VektorraUm der Einklufe, in Beitri- 
ge Eum Mathematikunterticht 1972, 
Hannover 1973, 170-170 



G. PAPY: 



A first introduction to the notion of 
topological epace, in H*G, Steiner, 
The teaching of geometry at the 
pre-college level, Dordreoht 1971, 
242-254 



G. PAPY I 



Ebene affine Geomatrie und reelle EiihlGn# 
Gdttingen 1965 



G. PiCKERTi 



The introduction of Metric by the Use 
of Conics# in H.G. Stelnar^ The teaching 
of geometry at the pre-college level, 
Dordrecht 1971 



H. PRADEi 



Affine Geometrie im Mlttelstufenunter- 
richt dee Gymnasiums, MU 12,5 (1966) 

5-^36 



36 



22 



R, PROKSCHt 
W. SERVAISi 

H. iCHUPP: 
8* SCHUSTER i 

H*G. STElNlRi 

O, TQEPLlTZi 
P, THEOTLllNi 
M. I^GENSCHBIN: 
H. WALLHABENSTKIN i 

I* WEIDIG: 

H. WILLERS: 

A. WlTTENBEHGt 
E. WITTJiANNi 

H. ZEITLERi (HrsgJ 



Konstruktionen mit deni Spiegallinaal » 
MU 2,2 (1956) 20-31 

Afflne Geometrie als Basis fOt den 
geometrischen Anf angsunter^'icht, MPSB 14 
(1967) 

MQhlegeometrie, Paderbern 1974 

On the teaching of Geometry^ A Potpourri i 
in H.G* Steineri The teaching of geo- 
metry at the pre-eollege level, Dord- 
reoht 1971, 300-310 

A Foundation of Euclidean Geometry by 
meanB of Congruence Mappings, in H.G. 
Steiner, The teaching of geometry at 
the pre-college levels Dordrecht 1971, 
311-314 

Entwicklung der Inf Initeeiraalrechnung , 
Berlin 1949 

Der geometrieche AnBchauung§unterricht# 
Leipzig 1911 

Mathematik aus der Erde (Geometrie) , 
Die Deutsche Schule (1961) 5-8 ' 

Experiments in teaching intuitive topo- 
logy in the 5th and 6th grades i Ed, St, 5 
(1971) 91-108 

Entdecke neue Bilder, Wesel 1974 

Topologische Fragen in der geometrischen 
Propideutiki MU 16,1 (1970) 5-17 

Die Spiegelung ala primltiver Begriff 
im Unterricht, ZHNU 53 (1962) 

Bildung und Mathematik, Stuttgart 1963 

Themenkreismethode Und lokales Ordnen, 
MU 20,1 (1974) 5-18 

Inzidenzgeometrie, MU 16,4 (1970) 



37 



A COMPREHENSIVE AND MODERN TEACHING OF GEOMETRY 
Servais, Morlanwelg 



1 . EucZLdmn tHadLtion 

1*1 Geometry as a mathematical disciplina has been para= 
mount for more than two thousand years. The Elements of 
Euclid were looked upon as a gospel , They were regarded 
as a model of rational dedudtive organisation proceeding 
by axioms ; definitions^ theorems presented in linear 
order that is perhaps more logieal than mathematical. In 
the original Elements ^ (as we might perhaps know from 
numerous suacassive translations [1]? [8]) the subject- 
matter is presented in a closed corpus which does not 
provide for exerciaes for the reader. The introdubed 
problems on constructions with lines and circles are 
solved and lead to eKistence propositions based on 
postulates that allow for the usual way to describe 
segments and cirGles with ruler and compass. The given 
axioms concern equality, inequality of things # addition # 
subtraction, double, halves ^ coincidence of magnitudes. 
These general facts are fQllowed by three geometric 
axioms I two straight lines aannot enclose a space/ all 
right angles are equal to one another, the parallel axioms 

are criven inthe intricate setting with interior angles made 
on the same side of a straight line by two lines that 
meet the first, 

1,2 The educational value of Euclid does not seem to 
have been questioned up to the 18th century. In his 
*El§ments de Geomitrie* [2]written by Alexis-Claude 
CLAIRAUT in 1765, at a request of the Marquise du Chitelet, 
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the author has eKpressed his viewei 
"Although Geometry is by itself abstract we have to 
acknowledge that the difficulties met by the beginners 
can rather often be ascribed to the way in which its 
ordinary elements are taught* One always starts with 
a great number of definitions, postulates, axioms and 
preliminary principles that seem to promise nothing 
but dry facts to the reaaer. The propositions that 
follow then do not fix the mind on more interesting 
objects, and as these are also difficult to conceive 
it commonly happens that the beginners get bored and 
fed up before having got any distinnt idea of what 
one is going to teach them." 

Clairaut's recipe for improving understanding of geometry 
is weil-knowni One begins with problems with regard to 
the measurement of grounds. This gives opportunities to 
discover the main geometric properties, just as inventors 
have done, Clairaut relies on intuition and oommon sense. 
He seta more value on the meaning of geometric truths 
than on the rigor of the proofs, Nevertheless, he feels 
the need to enplain the omission of some Euclidean^ pro= 
positons and to demonstrate some of them in the usual 
way since his book has not been meant for a treatise 
on surveying. 

The "Elements de Geometrie" of Clairaut do not seem to 
have influenced the teaching methods of his time. 

1.3 The educational value of Euclid has been appreciated 
up to the first half of our century. 

In his introduction to a 1932 edition of the 'Elements 
of Euclid' T.L. Heath says t1]i 

"The only general criticism (of it) which is deserving 
our consideration is that it is unsuitable^ as a teKtbook 
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for very young boys and girls who are just beginning 
to learn the first things about geometry**, if you must 
spoonfeed the very youngs do eO| but when thay have 
shown a taite for the subject and attained the Btandard 
naoeseary for passing honours examinations ^ let them 
then be introduced to Euclid in hie original form aa 
an antidote to the more or less feeble echoes of him 
that are to be found in the ordinary school textbooks 
of " Geometry *S " 

1.4 There are flows in the Elemente of Euclid* Numerous 
mathematicians have endeavoured to improve the construe^ 
tion for the sake of rigor* The "Grundlagen der Geome^ 
trie" by David Hilbert [3] are considered to be a great 
achievement in this direction* 

The axiomatic construction of the 'Grundlagen' comprises^ 
more than an increased rigor* If we compare them to the 
"Vorlesungen Uber neuere Gaometrie" [4] fay Morit^ Paseh* 
which constitute another attempt to be more strictly 
logical, we shall notice the difference* This work is 
still based on concepts arising from some observations 
of nature and they preserve a certain meaning connect^di 
with their origin , 

In Hilbart^s foundations the natural umbilical cord 
has been cut. What remains isi "We imagine three diffe- 
rent systems of things that we name points, straight 
lines and planes"* 

As H. Preudenthal underlines [5] in axiomatizing the 
ontological bonds have been cut* In order to increase 
the rigor from a logical point of view we come to lose 
the semantic meaning and we give rise to possible intaK^* 
pretations* 

At school level the work of Hilbert has been used in the 
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rational geometry o£ G*B. Hallsted [6]. Another textbook 
representativa of the Euclidean oontants is among others 
the publieation entitled "Elamenti di Gaometria" [7] 
by F* Enriquas who has aditad the original Euclid with 
numarous comments [81. ..^^ 

Despite various efforts intarest for the Euclidean way 
of prasanting geomatry was declining* 

1,5 In Euclid we find tha following axiom* Magnitudes 
which coincide with one anothar, i.e, which exactly fill 
the same space, are equal to one another* 

Is it a mere matter of identity of the indiscarnablas? 

It clearly concerns the coincidence by congruant mapping # 

as It is used in the so-called case of aqumlityof triangles. 

The proofs of those cases describe, indeed, thought or 
mental experiments i triangles are displaced as if they 
were concrete, solid objects * This is intensified, if, 
to make things more intuitive, pupils operate with card- 
board triangles. From this it is not clear whether a 
triangle is an individual set of points fixed in tha 
plane, or an equivalence class of congruant triangles, 
or a representative of such a class. This appears in 
problems like the following s construct a triangle, given 
its three sides. If you regard the triangle and the 
sides as sets of points there is no problem since the 
triangle is already given by its sides. We know it is 
not the meaning of the question t the data are three 
sements given somewhere as representatives of the classes 
of segments of the same length. The two points of view 
are distinguished when it is asked to construct a figure 
in position or only in magnitude. It makes a difference 
for the number of solutions. In traditional Euclidean 
geomatry the rare use of displacements or of overturns 
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is always rastriated to figurai, and not extended to the 
plane or space. There are classes of equivalence (eongruent 
or similar figures) f but no groups of transformations 
that need to operate on the same set of points* 

2*1 Of the thirteen books of the Elements of Eualld the 
fifth is devoted to magnitudes and their ratios. Supplemen- 
tary to sum and difference of magnitudes the equality and 
inequality of their ratios is introduqed and the properties 
of proportions are proved [8]* In his 'Geoinitrie' [f] Des- 
cartes has explained how to construct the product and the 
quotient of lengths by using a proportion obtained by two 
parallels cutting the side of an angle. The well-known con- 
struction of a square root with line and aircle ean also 
be ascribed to him. By an example he has furthgr demonstra- 
ted how it is possible to obtain the equation of a hyper- 
bola the points of whieh are referred to a straight line 
chosen at will. Deseartes operated with arithmetic values 
and his computation leans on a figure in which all the num- 
bers are positive. By virtue of algebra the equation holds 
also for negative numbers. 

In the further development of analytic geometry two axes 
were used instead of one axis and distances from it, as 
Descartes did. Moreover, due attention was paid to the signs 
of algebraic measuras of oriented segments * as they occurred 
by the use of geometric vectors. 

Although it may be a powerful tool if it is skilfully handled 
analytic geometry has a congenital defects the use of 
coordinate axes that appear as parasite elements in geometry. 
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2.2 The situation was improved by the introduction of 
geometric vectors, either free or bound to a point* By the 
help of theae vectors computations are simpler and more 
Intrinsic as compared to the analytie method for whioh 
vector geometry can be a very good foundation. Moreover, 
thi geometric acalar product constitutes an algorithmic 
device to demonstrate metric properties, 

General vector spaces derived by abstraction from the fami- 
liar geometric vector space proves to he a means of bring-- 
ing language and extended intuition of geometry into to-- 
pica that refer to functional analysis, 

2.3 From the very moment that geometry has made its valua^ 
ble present to mathematicsr and especially to algebra, it 
begins to be considered as a subject-itiatter of minor value, 
a mere province of linear algebra* 

'A bas Euclide' was Dieudonne'a cry of banishment against 
the old gospel of mathematics. 

What is the meaning of this anathema? Does it express the 
rapudiation of the Bourbaki of Greek mathematics? Does it 
mean disregard to the first axiomatic presentation or cri- 
ticism of the way of presenting Euclid's ideas in school- 
books? The abstract jump made by Hilbert in the 'Grundla- 
gen* that gives a new and broader sense to the axiomatic 
method is certainly not concerned, but perhaps the mathema^ 
ticians- lack of interest in an elementary topic? 
Fortunately, Prof, Dieudonne expresses his thoughts as 
follows [1o]: 

"The objective is not to eliminate Euclidean geometry* What 
should, however, be abolished is the obsolete way of teachin 
it which has been traditional since Euclid. Thus it is pos-- 
sible to clarify the significance of geometry and enhance 
its central position In mathematics and its universal power 
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Prof* J. Dieudonne aims at placing geometry in the realm 
of linear algebra, which shows his book antitlefl: 'Algebre 
lineaire et Geometria elementaire '. [1 1 ] . This mathemati- 
cal piece of work is not intended for beginners, but at 
beat for grammarschool students of the last two or three 
grades^ as the author points out in his preface* Whatever 
it may be* the book is representative of n certain view 
that is mathematically interesting for a mature reader , 
For a critical corranent see H. Freudenthal [12]. 

2.4 Another way of algebraising geometry consists in ra=- 
versing the historical order that proceeds from geometry 
to analytic geomatry* as it is dona by Levi in his 
'Poundations of Geometry and Trigonometry' [13] and in 
'Topics in Gaometry» [14], In the first book, from the start, 
a line is defined with its real coordinate systems, 

"Let L be a sat and let C be a non--empty set of 1-=1 corras- 
pondences between L and the set of all real numbers. We shall 
say that L is a line, that its membera are points and that 
the given 1-1 correspondences are coordinate systems of L, 
if and only if both of the following axioms hold* 

Axiom I. If A and S are distinct members of L there is one 
and only one member of C such that ^(A) ^ O and ^!B1 ^ 1 

Axiom II. If ^ and q are any two members of C then there 
is a linear expression ax+b such that for each K of L, 

Affinities are defined as follows 

"Let L and be any lines (not necessarily distinct). 

Let ^ be a 1^1 correspondence from the points of I 

to the points of L'. We say that (( i s an alfinlty if and 
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only if there is a eoordinate syitem of L and a coordi- 
nate systam of L', such that in these systems the coor- 
dinate of each point X of L ii the same as the coordi- 
nate of its image ^CX) on L'." 

After some axioms the final aHiom on parallel projections 
^nd affinities is giveni 

"Axiom P 111. If t and m are lines of the plane, then any 
parallel projection from I to m is. an affinity from I 
to m." 

Subsequently a two-dimensional coordinate is introduced 
and af fine geometry presented* 

The further development inaludes metric and trigonometry, 

A corresponding presentation of afflne lines and parallel 
projections has been dealt with in French schools in. the 
fourth grade (13-14 year-old pupils). Of course it has 
to be based on drawing exerciaes with graduations and pa- 
rallel projections. This approach hmm raised controver- 
sies among mathematicians* 

2.5 Another foundation of elementaty geometry (affine and 
metric) has been proposed by Choquat in "L'Enseignement 
de la Glomfetria" [15], The construGtion is more geometric 
in character since incidence and parallel axioms are used 
and the real numbers are considered to be given* It leads to 
the vector space of translations of the plane. Perpendicu- 
lar lines and orthogonal projections serve to present sca- 
lar products and metric structures. The book contains plen- 
ty of considerations of great educational interest, for 
example on angles that are identified with rotations with 
the same point as centre. 

The book entitled "Gfeometrie plane" which was written by 
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hndrk Delaesert [16] and which is usad at iehool level has 
been influenced by Guetave Choquat. The dlitance of two 
point a is introdueed very early. The iionte tries as trans-^ 
formations presenting the distances and the reflections play 
a leading role* The most important theorems are proved on 
an axiomatic basisi others are left as eKefciias, 
There are no group oonslderations , The text is enriched by 
explanatory remarks and by dialogues betwean the author and 
Zosime^ a young and critical disciple. 

See also: Elementary geometry from an advanaed standpoint 
[17]. 



2*6 Analytic geometry^ geometry treated by means of a vec- 
tor space r geometry based on distance^ they all need real 
numbers. How can we introduce these numbets? 

That problem has been formulated by Imil Artin and solved 
by him in his "Geometric Algebra" [18], 

* Given a plane geometry whose objects are the elements of 
two sets, the set of points and the set of linasi assume 
that certain axioms of geometric nature are true, is it 
possible to find a field fe such that the points of our 
geometry can be discribed by coordinate i from fe and the 
lines by linear equations?' 

We have the experience that the ideas of Artin are adap-^ 
table to an elementary level [19], 

In "La Geometrie affine et ses Structures" [2o] Andrft Deprit 
states I "Nobody would be allowed to teach geometry unless he 
has studies the work of E, Art in," 

3,1 To look upon luclidaan geometry as the geometry of the 
properties of figures that are preserved by the aimilari- 
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ties has clearly been Introduced by F. Klein in his apoch- 
making 'Erlanger Programm' , About the same time C, Miray wro- 
te "Nouveaux Elements de Gftometrie" in which displacaraents 
in space play a leading role [21]. The influence of trans» 
formation groups as a means of organising geometry did not 
make itself felt very early at school level. Ideas take 
their time to push their way. It is not, however, by chance 
that all figures that are studies in elementary geometry 
have something to do with transf ojnnations and transforma- 
tion groups of the plane and the spaces parallel rines and 
planes with translations # circles with rotations , perpen- 
dicular with ref lections* The main properties of a perpen- 
dicular bisector of a segments of an angle bisector, of a 
rectangle, a rhombus, a square and a regular polygon are 
obtained by syrrametries and rotations that will certainly - 
give a deeper insight than the traditional use of triangles 
congruence* Iven the old-fashioned cases of equality may 
be re-considered in a way that sets forth their meaningi 
since an isometry is determined by the vertices of a triang- 
le and their respective images it is useful to look for suf- 
ficient conditions for the congruence of triangles. The 
property of the inscribed angles of a circle is very closely 
related to the fact that, when two symmetries with inter- 
secting axes are composed the sensed angle of the thus ob- 
tained rotation is the double of each of the sensed angles 
of the axes of the syimnatries. Given points ft and b the 
locus of the points the distances of which to a and b have 
a given ratio fe, positive and non-zero, is the Appolonius 
circle that can be regarded as the set of the centres of the 
direct similarities of the ratio fe that map b on ^ , It is 
more clever and elegant to establish the Eulers's circle of 
a triangle by using homotheties and symmetries than by 
using traditional congruence procedures. In elementary geo- 
metry it is efficient to work with transformations and trans 
formation groups* TeKtbooks with eKercises on this topic 
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hava been written and may complemant traditional eourses. 
See for instanqa l.M, Yaglom's "Geomatria Transformations" 
[22] and the "Konstruktiva Abbildungsgeometrie" by ^ 
Max Jager [23] or "Le Problftma da Geomitrie" by R. Oriol 
[24]. 

3*2 At a higher laval H,W. Guggynheimer in "Plana gaoitia- 
try arid iti groups" [25] which is based on the genermtion 
of i some tries by reflactions gives the main thaorams of 
Euelidean and non-lualidean geometries, as wall as their 
axiomatiaa* The notation of group multiplioation gives 
a oonaiatent formalism and the real numbers are not usad« 

This work is connected with F* Bachmann's "Aufbau dar Geo-^ 
matrie aus dam Spiegelunggbegrif f " [26]* In Euclidean geo-^ 
metry (and also in non-^Euclidean geomatry) the point a and 
tha line L correspond one by one to the central syntmatry 
T and to the symmetry t with t as an a^is* 

a <—> T L > T for any a and L. 

Geomatric conditions like the incidence a t L and the per^ 
pendicularity L K are eqivalent to axpressing involutions 
namely 

a e L <^> T T ^ T T 
^ L L ^ 

i 1 K <-> T T ^ T T A K f L. 
- K L L K 

So it is possible to considar the symmetries themselves, 
instead of points and lines, as objects of a geometry of 
syimne tries. In it, by the group notations we can OQmpute 
with those 'points' and 'lines*, 

3-3 It is common use in introduction to groups to considar 
the isomatries preserving geometric figures as a square i a 
reatangla, a regular polygon, a circle etc* In this way we 
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clearly get groups of transformations* 

This ta a general procedure to obtain groups and a reason 
of their role in matheinaties. Prof, Hans Preudenthml 
has eKplained this wonderfully in his paper whieh ha read 
at the Second International Congresa on Matheinatical Edu- 
oation in EKeter* He comes back to this question in 
"Mathematics as an educational Task" [5] i "Groups are 
important because the automorphisms of any structure 
whatsoever form a group , the autoinorphisitt group of that 
structure r and because so much can be learned from the 
automorphisms about the structure itself* This is the 
principle of groups , and it is this principle that makes 
groups so universally usefull in all mathematics*' , We may 
add that to consider transformation gtoups is not restrict 
tive for the mere reason that a group ig isomorphic 

to a permutations group of G, namely the permutations group 
obtained by multiplying (to the right or to the laft) all 
elements of G by each element a of respect ivaly 



4. The (Mz oi Qzam2^y 

4 , 1 Today traditional geometry is quaiitioned as it has 
never been before* What will be its fata? Some mathemati^ 
clans think that geometry is doomed to death. Others believe 
that it might survive under the uniform of linear algebra 
to which it gives its pictures and itB vocabulary. Some 
loyal troops ^ more and more reduced in number ^ are still 
fighting for the honour of the flag of ttaiition. There 
is a case of geometry. As we have seen leading mathemati^ 
cians have given evidence with regard to this case and 
made contributions to it [37] ^[38].Under this heading In [5] 
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H. Freudenthal has written a coinplete and meaningful 
□hapter whera hm mnprmmmmm both his educational and 
mathematical pointi of view and answers oriticliins of 
supporters of linear algebra* 

The dafanca of gaomatry has baan undertaken with energy 
by Prof* R. Thorn aceording to whom tha general trend to 
bring the so-^callad modern maths in sohool is an eduoa- 
tional error [28] , [29] * To him "The real problem which 
eon fronts mathamaties teaehing is not that of rigour, but 
the problem of the davalopmant of "maaninf-% of the 
"existance" of mathamatloal objeets*'* Ha addsi KOna has 
not^ I baliave, aKtraotad from Hubert's axioniatics the tru 
lesson to be found there, it is thisi one acoedas to abso- 
lute rigour only by eliminating meaningi absolute rigour 
is only possible ln# and by, suoh dastitution of maaning. 
But if one must ohoose betwaan rigour and maaninff I shalj. 
unhasitatingly ohoosa the latter* It is this ohoica one 
has always made in mathamaties, where ona works almost al^ 
ways in a semi formalised situation, with a matalanguaga 
which is ordinary speech, not fomalisad. And the whole 
profession is happy with this bastard situation and does 
not ask for anything batter." 

Making a comparison of ordinary language with those of 
Euclidean geometry and (formal) algebra from three points 
of view; 

(1) *Tha 'meaning' of an alementi can ona formalisa the 
equlvalanca class (in extension) defined by an element of 
the language? 

(2) Is this meaning intuitively clear? 

(3) Tha richnesa (or poverty) of the syntax.' 
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Thorn Gomes to the following Gonclusion [29] 



"Euclidean gaomatry is a natural (and perhaps irreplacaabla) 
intarmadiate staga batwaan conunon language and algebraic 
language. Geometry allows a psychologieal widening of the 
syntaK^ whilst still retaining the meaning always given by 
ipatial intuition* At the msmm tima# the meaning of an ela^ 
jnent can already by given by a formal definition* The move 

in line with modernist dogma ^- to aliminate alamantary 
geometry to make room for caloulus and linear algebra # has 
little to recoimnend it peyehologically, heeausa the alge- 
braic ©bjeots (the symbols) are too poor semantically to 
permit themselves to be understood diraotly as it is the / 
case with a spatial figure*" 

4»2 The graphic means of coiratiunication in mathematics is, 
outside the veriiaeular language of ordinary writing, the 
various drawings and diagramms and the letters and other 
tokens as symbols. 

The historieal development of mathematics shows the role 
of both the gaometric diagrams and of the algebraic tokens. 
No doubti mathematics would not have attained today's achia-^ 
vement without their support. 

The psychological analysis of geometric figures has been un-^ 
dartakan by Fischbein [3o]. The author comes to the con^ 
elusion that I "The geometric figures represent modalities to 
reflect reality that can not be brought back neither to 
proper concapts nor to mere representations. Those entities 
have all the properties of a concepti they are abstractions 
reflecting essential and general features of a class of ob^ 
jects under a form that is both idealized^ pure and invariant, 
but, at the same time, they belong to tha domain of intuiti^ 
va .as spatial images characterlgad by shape and dimanslons." 
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"Th© ^omater having to solva a problem operates neither 
with the aid of pure conaepts aKpresped by verbal or other 
symbols^ nor with the aid of material properties of the ob- 
ject that is drawn . He replaces^ rotates, suparposes# re** 
verses and cuts pure spatial images eKpressed by a material 
shape . " 

Such mental formations are sailed figurative eoncepts by 

Fisahbein, Ha has followed the cohstitution of those 
figurative concepts in the mental development of tha child. 
At the first stags a geometric figure is a material object. 
Secondly the geometry figure is a drawing as a result of 
the actions of the subject. Finally^ the geometric entitles 
are abstractions, the material model and tha drawing are 
nothing but modalities of putting these abstractions in 
concreta form. "The different degrees of assimilation of 
figurative concepts 4epend but partially of the age of the 
child • The level attained is a direct function of the tea- 
ching methods of geometry," 

The author proposes the teaching of geometry by successive 
steps, each stage corresponding to a different view-point 
in the way to consider the subject-matter of geometry* 

4,3 The problem to be solved at primary and secondary school^ 
not speak of infant school, consists in developing an active 
and meaningsful learning of mathematics in which algebra and 
geometry ara growing in a fruitful symbiosis* 
The traditional Euclidean presentation has to give way to a 
unified treatment in which intuition, logic, mathematics come 
into play for a better understanding and deeper insight that 
lead to a reasonable mastery of the subject-matter with re- 
gard to methods, content and organisation* 
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11* A eomp^eAemive trndUng 

1,1 Gaometry originatea in conitructions and maasurements of 
practical use. It has stiXl an sKperimantal departmant in 
the physieal sense and ein ba viewed as a eonquaat of space 
[31]* As a rational advantura geometry simulatas first lome 
aspaets of reality by wei^tal imagas and by concepts among 
which figurative concepts have a sui generis role that^ is 
irreplacaabla, Tha aetioii on concrata gaomatric objects 
and models^ among which drawing has a priority, leads to 
thought eKperlP^nts that mima our gaometrical manoeuvres 
in a schamatic and idealised way. 

Tha object and relations thus obtained by geometrization 
are able to live thair own lives in the abstract mathama- 
tical world and to give birth to pura theoretical problami 
and properties. Those intuitive # aKparimantal and theoreti- 
cal aspects of geometry have to be present in teaching prao- 
tica. This dialectical conception has been davaloped by 
Ferdinand Gonseth in "Lap Mathlmatiques at la Rtalite" and 
"La Geomitrie et le Problima.A I'Espaca" [32], [33]. The 
explanations given in those works enlighten how the geome- 
trical is abstracted from the intuitiva views and how the 
gaometrical loses its meaning when we pass to the logical. 
This is clear when we consider aHiomatiiation in the lucli- 
aean sense aa a first stage that gives a basis for a second 
one in the logical sense of Hilbert, where the "ontological 
bonds have been cut" as Preudenthal says. Those bonds root 
the meaning of Geometry* The growth and the change of geoma- 
try through its history display also a dialeatical intarac- 
tion between the figurative aspects, tha algebraigation and 
'the transfonnations ol giiometrid entities and structures p to 
grasp the connections between the multiple faces of geometry 
gives a better undarstmnding of and deepens the insight 
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into geometry as a privileged part of the ever growing 
mathamatical patrimony of mankind. 

2* SeC6, A^ZatLom and Q2.omeMy 

2.1 Geometry is a discipline in which, at an early age^ 
sets and relations can be used and exercieed as basic or^ 
ganizing notions. Diagrams of set and graphs of relations 
are figurative madia proper to represent the variety of 
sets and relations in a uniform way. Thus they show very 
early the unifying power of those notions* The support by 
diagrams and graphs in order to ganerata a more vivid an^ 
sohamatic understanding can be increased by eolours as th^:^ 
are succesfully used by G, Papy in his books [34], AlthOUfih 
the approaah of diagrams and graphs can ba made natural, 
their valuable use needs to see clearly the graphical eon^ 
ventions involved. See^ for instance, thair introduction 

in 'Servaia Mathamatiqua 1» [191. 

2.2 The intensiva propaganda for Venn's diagrams brings t>tm 
layman to consider tham as the top of modern maths and 

to educational misuses that have been oriticiEsd by 
H, Preudenthal [S]» Some mathematicians^ speak of the intTO^ 
duction of the set theory in school. The truth is mora mo^ 
dest: pupils learn how to make a meaningful use of sets Mr"' 
tionSf vocabulary and symbolism at a naive level, 

3 , Logla and axAMnMic 

3,1 For a long time traditional geometry has been consid^r^ 
ed to be the best discipline for logical practice, The 
suits of school training in geometry do not seem to have 
improved tha logical competence of the pupils vary much* 
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as it has been observed by Mrs. A. Krygowska, This ma^ ba 
due to the fact that tn geoinetr^ logical reasoning is miKaa 
with some graphical consrate evidence and ^Kpressed in the 
vetnaGular lariguage. The introduction cf basic logical con- 
neotives and quantifiers may ba regarded as an attempt to 
improve the aituation* This oleMntary formalism might he 
helpful in a vay^ the practice cf logical inferencea v/ith 
the implications^ the equivalences and the quantifiers being 
usoful above all. Kevertheleas* the eKprasBlon of the quan- 
tifiers in ordinary language baa to be made familiar. For 
instance I in the expreasiori of the oominon incidence asciomg 
off gaometry tha quantifiers invcLved have to be underlined 
and eKplainad in a simple ray* 

3-2. Do vfm have to present gaemetry In an axiomatic setting 
in the lower claaseB of secondary achoola? It is a most con- 
trovarslal question^ 

GenaralLy? Ma thematiciaris will answer in the negative. Here, 
as it has been the eaae vrith Mgard to seta, where only^ main 
notions are used and not set theory, the point of vie^ has to 
be clarified and things ha^e to be Kept at their modest and 
realistic level. If the aKiomatic presentation at the thresh- 
old of an important theory Is to eKpxesa an impreBSlve array 
of axioms, as Euclid did in his '*Eleinenta" and J. Diaudonne 
doea in [11 the answer isi hy no meana at a low level, But 
it will do no harm if, startliig from drawings with a mler and 
other phyeical observations asd axpariments Includirig paper 
folding for instance, a teacher makes his pupils formulate the 
incidenoe as^ioms with a reasoiiabLe underitanding of the free 
choice of tvo points and the fact that there is one and only 
one line that contains them both. Here one may note that the 
language of sete is to he prefered to the approach v^here lines 
are not regarded as sets of points but as a sort of (entities 
or supports on which points may be situated. At the start It 
im neither helpful nor needed to say that a plane and a line 
are infinite sets, 
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3»3 Soine teachers insist on the importance of local orga- 
niiation [5], Of ccurse for a beginner who progressas step 
by stap in geometry the organization is always loeali It 
cannot be otherwise* It is the teacher who knows that what 
is done is far-reaching. Even if a study of gaometry starts 
with other topics the pareon who plans this study knows 
that his way brings knowledge that belongs to a domain of 
geometry. The Qrigliiality of the approach does not ahange 
the directive intention* 

3.4 There are authcre who say they do not base their work 
on a fully eLaborated axiomatic foundation [23]* But they 
start with an introduction like thisi 

"The reflection possessea the following evident properties 
upon which vim may build further investigations*" Than a 
list is giveii with four fundamental properties. 
In this conteKt these are axioms because they are taken as 
granted with not other demonstration* When in order to 
prove some statameiit we deduce it from propositions we agree 
upon and that ha^ve not been demonstrated those propositions 
are axioms of this system, 

3.5 A useful procedure to show to beginners the logical na= 
ture of elementary denionstrations In inoidenoe geometry 
conaiste in representing a line not only by the drawing of 
the figure but also concurrently by a Venn's diagram [33], 
[19]* It theri appeari that the proof is also valid if we 
interpret a Line as a pair of points* Such a discovery 

is strange at the first glance and it shows that a "line" 
can be interpreted otherwise than the ordinary mental image* 
It is the first eKample of cutting the ontological bonds 
and thus opening the range for interpretations. For instance, 
on a sheet of oapex, a line may be realised as a segment 
drawn from one adge to another* 

The new definition of parallel lines considers both equal 
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lines and disjunct ones (in the plane). From this it is 
clear that vhen conaidertng Lines as tranverse segnients 
on a sheet of papar, through a point outside a given line 
ther^ are numerous lines that do not cut the fir it [19,1]. 

To obtain only one parallel pupils imagine simply that the 
sheet and the lines h^ve been extended as far as it is 
needed , 

3,6 ^he finite plane with only three, four, five, six 
points gives a great variety of situations when wa ask for 
parallel lines in the case vhen a line is merely a pair of 
points. With four points ve have a parallelogram with dia- 
gonals that are parallel. The example of two parallels to 
a given line through an escterior point In the five points 
plane is also strange^ The laniqueness of the parallel ean 
therefore not be derived from the incidence properties* 
A. tiny touch of finite geometry can be rewarding. For in-^ 
format ion on finite geoffletrys ^ee the recent book of 
G, Plckert [34] , 

4 pi Prem the parallel aHiom we may prove that the set of 
lines parallel to a given line is a partiticn of the plane 
called direction of the line. The axiom of the parallel is 
equivalent to i 

h^y direction of a line la a partitlqn of the plane. 

AlaOr the directions of lines in a plane is a partition of 
the eet V of lines because paralleliam is an eguivalence. 
Parallel projection of a plane onto a line is a mapping* By 
restriction we obtain a mapping of a line onto a line* So 
all lines are equipotent because the mapping Is bijeotive. 
Parallel projection ef a line onto a line preserves linear 
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order * 

4.2 To introduca the linear order on a line, seme authora 
firet speak about orders in general, then about strict 
order {that is not an order) and of total order* At last 
they ODine to tha apecial order on a line that ispreierv- 
ed by parallel projection* To distinguish them froni 
other orders that may be given on a line they call them 
natural order [33,2]* 

To avoid all thoee general statements prefer to aiinp* 
ly apeak of senses on a lina^ Starting front a drawing in 
which some points a,fa,a,d are marked on a line pupils are 
asked to indicate with arrows the ordered pairs of polrits 
that are in the soine senie as (ft,b) then as (b,a)* Eaeh 
aenae is represented by arrowa of a ieme colour respec-* 
tively. The analysis of the picture leada to the ffollci- 
wing axiomi 

The couples of distinct points of any line are partltionad 
into two opposite senses that are reciprocal relations* 
Both senses are transitive. By us© of the senses as acta 
of couples of distinct points It is easy to find simple 
definitions of a half line (ray) , of a segment as inter- 
section of half lines * of a seiised line aa the couple 
(A^<} of a line A and a sense < on ±t , 

From the observation of parallel projection in drawing we 
come tOi 

Axiom: In all parallel projectloiis of a line A onto a line 
E, a sense of A is mapped onto a sense of 8. 
It may be rephrased ini 

Any parallel projection of a sensed line onto a sensed lin 
is increasing or decreasing. 

The preservation of sennas in parallel projections of a 
line onto a line entails preservation of half lines. 
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segments and intervals. 

Given two parallel lines A and let ua map A onto 8 by 
several parallel projections and notice how a given eenae 
on A is mapped on B* Our dlacovary leads to 

Axipmi All the parallel projectionB of a sensed line onto 
a parallel sensed line are increasing or all those pra- 
jections are deGraasing, With this property we can proves 

Any line contains an infinite part, 

On all sensed lines , each point is preceded (followed) by 
others. A,ll aegments with distinct end points are equi- 
potent and infinite. So we see that it is not neeessary 
to speak before of lines inflnita sets. From iimple 
properties ot senses on lines and. parallel projections it 
is possibla to proveprecise propositions. 

Parallel projactions give also a very convenient means to 
speak of half planes and of those of angular sectors ^ con= 
vex or non convex* 

5. TuyulaJtXom 

Parallel prgjeations may be used to define transldtioni of 
the plana* Given points a and fa. Let us projact them in any 
direction on c#rf of a line parallel to a fa * Let ua pro= 
Ject e^d in any direction on of a line parallel to ad> 

Proceeding in that way we obtain couples of points 



that are coiistructed by parallel projection of a line onto 
a parallel line or by composition of such projections. By 
definition, these couples are said to b© equipollent. 



/ - . * 
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It is evident that equlpollence is an equivalence, 

The way we introduce ©quipollence by parallel prDjeGtions 
of linaa onto parallel lines is more flexible than to say 
equipollent couplas are linked with parallelogranie [34,1]. 

The use of a mpping instead of a figure makes the whole 
difference toeaauee with parallel projections v?e can treat 
all the easaa that need ''degenerated" parallelograms i 
a ^ bf c ^ a ^ b - d] a ^ h ^ c ^ d , 

When (a^h) f (a,d) im obtained by one parallel projection 
from a fa onto e d, it is clear that we have also 

We postulnta this erossina of equipollence in all oases a^ 
the only aKiOTn* It ambles to note that the evident solu- 
tion of the problenn 

'Given points ci|fa?c construct d such as 
is unique . 

The theorem; Parallel projections preserve aquipollence ^ 
does not require any other means than the definition of 
equipollence and crossing* 

A trttnalatlon Is the set of all the couplea of points 
equipollent a given couple. It is a permutation of the 
plane* 

Images of figures in a translation are recogniied and ^the 
group of translation a of the plane is presented in vector 
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no tat ion • 

In classical geometry vectors come so late and trans^ 
lations only opera,te on figures inetead of the whole plana. 
So you have no group* 

The part of geometry we hav^e seen so far is presented in 
the first elass fl! 13) together with integeirs. At this 
level it is not spoken of groups ^ and the drawing with the 
traslator is vary familiar. 

6. V-ilaXcLtion^ 

6. 1 TranBlations of the plane map a line onto a parallel 
line. In the saaond alasa broaclan the subject by the 
study of dilatations that are the permutations of the plane 
mapping any line on a parallel line* 

As the composed of permutations is a permutation, and as 
parallelism is an equivalence the set of dilatations of the 
plane is a group fojt aomposltien , The translation oonsti- 
tutea an Invariant subgroup of it, 

If in a given dilatation wa know a pair of points and their 
images we can construct the image of any given point in this 
di latation, 

rirawings bring to admit the axistence aKiomi 

Given two points a^b and two points a', fa' such as ab\\a*b^, 

there is a dilatation of the plane mapping a on a' and 

6 on fa' . This dilatation is unique by construction. If a 

dilatation has two fiKed points it is the identity mapping, 

6.2 In a dilatation a line is invariant if and only if it 
passes through a point and Ita image, §uGh lines are called 
traces of the dilatations, in the identity mapping of the 
plane all lines are traces, ^^hen a dilatation is not iden"- 
tity all traces of it are eithar parallel or concurrent 
and the dilatation is a translation or a homothety 




47 



respectively. Central syTTimetry is an involutive dilatation 
different froni the identity. 

7 . G^oup6 

7.1 Dilatations having a given trace or a given centre 
constitute subgroups of the group of dilatations. 
Given a point o in the plane n we may introduce the bi- 
jection of thci set of veotorB ^ onto it 

t/ It i y -> a SUqh aa u ^ oa 

Transferring the addition of vectors we obtained the addi-' 
tion of points, and the group (n^+) is isomorphic to + 

By restriction of the addition of points to a line 
through we have an additive group that can be ordered 
{V f + , < ) . From that wa obtain by bi jection of on the 
set R of real numbers the group {Mi + f<J, as wa shall see 
later , 

Of course we also have the symmetric group of permutations 
of finite sets, for Instanca {S.,^> o) (for which we need not 
to consider a triangle) * The additive and multiplication 
groups of mod n, the group of and | | with composition 
of relations are also at our disposal* 

7.2 At present we may give some general notions on groups 
(neutral element, symmetrical of an element, idempotent) 
and consider the most elementary computations [19 12]* 

For all a,b E G, we have in group CG*^' ) 

a it X - fa <-^> K= a"^^'^b| (a**b)"^^ f^'^'-a'^. 

In geometry. Instead of considering a group in itself it 
is more convenient to work with the group in proofs. For 
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Instano^p tiven a triangle aba cut by a transversal 



line in c 
thetie^s 



1^ ^1 




Let us OQnBlder the following hotno- 
such as h^{a)^bf h^{c^)- 

such as h2{by^CLi h^i^^)^ 



ft 2 such as 



The product o o ^| is a = 
dilatation with a aa a fixed 
point and the trangversal as a 
trace- As a | this dilata- 

tion is the Identity, 
Hence tho product of the ratios of homothetiee is equal 
to 1 (Henelaos) , 

To use geometry in applications outaide mathematics is vary 
imporfcant [19,3], 

If we eonaider the geometrical demonstration of the formula 
of thin lenses / that is givan in physics couriea^ we shall 
state thfit it is not sufficient. The formula is algebraJc 
and th^ proof using similar triangles is only valid for the 
arithmetic values. The clasaical figure shows that the 
hornothety ^*±th centre e (optic centre) mapping a,bt on aS 

is the composed 
of the translation 
fa d by the hornothety 
with centre e (image 
focus) mapping t, d 
on a' , fa' * Therefore 




Hence 
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8, NmboA^ and geomet/Ly 

8.1 The real numbera that we used above as absaissas of 
potnts are presented as such. The natural numbers are 
congidered both from the cardinal and the ordinal points 
of view* 

With the use of parallel projections we construet succes* 
gively the points c, rf* 
such as 

iab) f (fafi ) t i^d) f (de). 

To points a,fa,e,d#e. we give as imagea natural numbers 
o, 1 1 2 , 3, 4 ^ , • . 

The points b' ,z* ,d- such as 

(e'b*)f (6'a)f (ab) have no numbera as images* We give 
them new numbers noted 2, 3,,. and obtain a graduation 
with integers. 

To add the integers we glide a second fraduation as a slide 
along the first. That is we tranalate the graduation. 
Multiplication is apnneoted with a change of scale leaving 
the origin as a fiKed point and bringing the unit point on 
the point corresponding to the multipllcafcor , 
In each case childran of the first class (12 years) notice 
the results of the operation and find out the rules, 

8.2 With subgraduations that we can oonstruat considering 
fractions as operators on points and pri vectors * we define 
the equality of fractions representing the rational numbers* 
Translation of the division points gives addition of numbers, 
homotheties with the origin as centre and rational ratios 
are coniposed to define the product of those nunibera both 
poaitive and negative p 

All that can be brought on the basis of dilatations, with 
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no other axiom. 



For the real numbers we use deci 




binary) expreeaions 



to note them. Two n^ew ascionis* i,e. Inlf Archimedes axiom 
and the axiom of d^clKnal (binary) imbedded eegmentB are 
required* Their introdwtion can be made as natural as 
pDSBible , 

Equality of real numbers is brought back to the equali-^ 
ty of the points th^t have them as abscissas, 
1*hls accounts for the mysterious equality 

5,39999,,* ^I, 40000,,. 



8.3 With the Thal©s theorem a parallel projection of a 
line onto a line WMi forms a graduation of the first 
into a graduation Of the second corresponding points hav- 
ing the aame absdiaaa* Translations and homotheties serve 
to define addition #nd mul tip It cation of real numJbara* By 
using two succeslve puir^llel projeotione of lineB onto 
lines any graduation can= be transformed in another while 
the'aBscisias of this cgrrespondihg points are preserved, 
"thuB the definition of the equality; addition and roulti- 
plication of real numb#ta are Independent of the^ gi^duation 
that is used to define themi, Koraover, as homothetlas map 
a graduation on a grudyation with preservation of the ab- 
SDiasas the multiplicatipn of real nximbera can be proved 
to be commutative. Consideration of senses on the lines 
and corresponding o^der of the numbers serve to prove the 
order properties of addition and multiplication of real 
numbers . 

S.5 Referring to the rol^ of numbers in geometry in the pre^ 
faee of his book entitled "L'Ensaignemant de la Geomfetria" 
[15] G, Choquet says? "Far a long time the Greeks have only 
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knovm the rational numbera and even after their memorable 
diecQv^ry of the irrationality of /2 they have not been 
able to disengage the general notion of the number. The 
contlnuators of the Euclidean work have tried to perfect 
his work by a "segment-ealculation" that allows to find 
not without aonie pains the field structure of the est of 
number^ from plane geometry* We must by no means fall into 
this aifror , " 

What has been done above along these lines due to E, Artin 
[181 iB not a oaloulation of segments, but, indeed, a oal'- 
cul^«ion of numbers and vectors by means of the geometric 
cal group of dilatations that are the permutations of the 
plane mapping a line on a parallel line. 

This gporn^trical approach is based on simple aKioms the 
meaning of which is directly grasped from the eKperienae 
of drawing with parallal lines, 

8.6 The geometrical setting of the field of real numbers is 
not raatrictive, (See Oachman [261^ p • 137) 

'Given a field K with zmro element 0 
For any a of K 

X » ^ X + a (1) 
defines a permutation of K 

The mappings constitute on K a simply transitive, commu- 
tative group (group of translations of K) , 
For each a. ^ 0 Qt K 

X ' - xa (2) 

defines a permutation of K. Each transformation (2) has 0 
as fixed element* The transformations (2) constitute on 
K\ {o} a simply transitive, commutative group (group of 
dilatations of K) . 
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By virtue of the distributive law 

(a+fa)a^ac + 6a (3) 

the transformations of all elements of by an element of 

Is an automorphism of T^^* ' 
The raeiprocal of this can also be proved [26]* 
When K is the field of complex numbers, ia the siinply 
transitive, commutative group of translations of the complex 
plane, and is the group of the direct similitudes of the 
oomplex plane with centre o that ia a fixed element of all 
these similitudes* This group is simply transitive on 
and coitimutative* 

If wa go the other way round, from a pedagogioal point of 
view it is not easy to present the field of real numbers 
separately at an elementary level if we use deGimal repre^ 
sentations alone* Moreover, when numbers are dropped into 
geometry, it ia artificial for beginnere [131, 



9, P^/LpmcUcLtitaAJXy cLnd L6ome.-t/Ue^ 

9,1 The consideration of perpendiaular lines and directions 
is introduced on the basis of paper folding and drawing with 
set squares, not to speak of vertical and horizontal linea 
and of reflection in a plane mirror. Observations and ex- 
periments lead, by mathematization , to the following aKiomsi 

In the set of directions of the plane exists one synune- 
trical relation called perpendicularity* 

Each direction has a unique perpendicular direction (Per- 
pendicularity is thus a permutation of the set of direc- 
tions). 
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Each direction is distinct from its perpandicular dl-' 
reGtion (Perpendicularity ia thus antiref leHive) 

They may be rephrased in a compact propositions 

In the set of directions there e3<ists a permutation * perpen-- 

dioularity/ that is syminetriGal and antiref le^ive ^ 

Properties of perpendicular lines are simple consequencea . 

9*2 Paper folding, images in a mirror lead to a defini-- 
tion of a reflection that is a symmetriciii trans forma tion 
of the plane # also natned axial aymmetry* 
Images of figures in a raflection with presarvation of 
parallelism and senses of lines^ axial eyimatry of figures 
and of pictures and photoa, perpendicular bisector of a 
segment, bisector of an angle, are easy topics* So is the 
axiom of the bisector of an angle- 

Oiven an angle ? there is one reflection that itiaps its 
sides on each other. The aKia of this synunetry is named 
angle bisector. This leads to a study of the symmetry of 
figures s isosceles triangle, rectangle, rbon^ias and square # 
circle and disk. 

9.3 By composition of axial symmetries appears the group of 
isometries in which we recognize hransJ atlons arid central 
synune tries as isometries obtained hv f.umpobitlon of two re- 
flections the axes of which are parallel at perpendicular 
ret ^jeetively ^ 

The preeending aubject^matter n \ be treated early in the 
second class (13 years) . At w.;^ age the further study of 
other transformations of the group may seem too abstract. 
What is prior is the f^Dngruence of figures as the equlva^ 
lence relation given by the group of isometries. The 
congruence of segments and angles with the transport of them 
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as intuitive notion require thm \2n±qumnmaB propertiesi 

1, Given a sagmant lab] and a half-'liiie [cd on tt* thace 
is a mtque point e such as U^l ^ Cael* 

2* Gl vin an angle out slxiA a haLf-llne [pt, in aach closed 
haif-plMa %^lth edfe pd li co^italned a unique half- line 
[pd MWh ms 

prDpoaltioiis ma^ be taksa as simple axloine or is-- 
jrlved from a group anloin eKpriSSing so to speak tha £^i"- 
gldity of tha plane. . 

A^ioni of rifldlty 

Given a half-line [sb/theM are only tw isometrlei that 
map [ab onto ItieLfs the Idmtlty mpping and the reClea- 
tlpn vith Una afc as ascis, 

F^om this pclnt tha basia tliaQtattii of triangle congmanae 
omn be correotly proved, 

9,4 Tha measure of eegments by transport on a graduate half" 
line offers no dlffioylt/. On the contrary* the measure of 
ariglas Cas tha introduction o^f the real numbers into geoina- 
t*y) appears to be a true ^tumbling-blooK of elemantary 
mathainatios • 

Starting from familiar beha^ioiar of prct raotors it Is possi- 
ble to intrcduce a maaisure lot alaitientary angles In, the 
Buelldaan meaning as union cf half-lines i^^ith the same ori- 
gin [17], Per reasons of simplicity -^m prefer to consider 
the m«aeura of angular aectcra* 

Starting from the use of a f ulL-protractor we define [19#2] 
h measure of angular sectors im a napping m of the set A 
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of angular sectors onto the interval of real numbers [op] 
with o<p% 

A [0p] I X ^> m(x) 
having the followirig prDpertiesi 

1. Angular seotors are congruant if and only if they hava 
the same maaiure. 

2* All zmta angular eactors hava 0 nieasure and all full 
angular sectori have p as measure* 

3* If the angaler sectors A ,8 ara adjacent the angular sec- 
tor C equal to their union has a measura equal to the sum 
of the meastires of A and 8 

m{km] ^ w(A) + m(B) 

We admit the ffollovsring axiom for dagrae maasure * 

There is one and only one measure of angular saQtcrs that 

maps the set A of angular sectors onto the liiteirval 

[0^ 36o] of real numbers. 

9.5 This iufficei for elementary purposai. In the third 
class [19#3] Cage we oosia back to isometrias in order 

to distinguish displacaments and overturns that are aonipos^d 
of an even or an odd number of raflactions^ raspaotivaly • Ho 
prove that no dlsplaoenient is an overturn we merely admit 
that a reflection is not a displaaement . Indeed » givan a 
displacement d let us admit it is alio an overturn. It is 
thus the composed of a displacement rf' and a reflection 
. .So 

^ 1 

0 d- ^ d and ^ d o d' 

- 1 

As d 0 d' is a diiplacement this ii absurd. 

This escatiipla ehowa how very elmple computations with group 
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notations may be helpful. 

It is proved that eacli displaeemeiit is the cQniposed of two 
lelLeetioiis and im thiim a translation ox a rotation. Over- 
turns are either sitnpla refle^ations or tha eoinposed of 
thrac reflections, 3n this ease they ara obtained by compo- 
sitions of a ref lactlori and m transatloii parallel to the 
mKim of rafleGtion, This line is thus iwariaat by the over- 
turri which is mmed glide reflection, 

9.6 we use ieometries to coma back agaiii to the meaEUres of 
sagments, angular ssctersr anglas, areas of polygons* Mea-^ 
aiiras of arcs of a circle and of eiroular sectors of a disk 
are obtained by transfer from the maa^are of angular sec-- 
tors . 

Id, SactZm ]^odiLct 

Just as parallel projectioni have a con structure build- ^ 
inq role in af fina ^eoinetry the orthogonal projections 
are a working tool in metric gaomatry* ^he cosine is intro-- 
duead as a eoeffiolant of orthogonal projeotion of an axis 
on an axis, tha two a^cea have oongruent segments for length 
ynlti. The cosine app^rts to be datarmiMd by the angle of 
*h€ axis, thus its is called cosine of this angle. Congruent 
angles have the same coaina* 

The scalar product of vectors is olose at hand. It presents 
the means of proving the metric properties of triangles (Py-^ 
thagoras and others). The metric relaticna in rectangular 
triangles are demonstrated by equivalent atatements and are 
therefore necessary arid sufficient conditions for a triangle 
to be rectangular. Perpendicular and oblique segments j 
interseotlon of line and cirele and of ciroles are treated 
with scalar produots. 
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1 1 . S£^i6ed anglu 



11.1 Bo far wa have only consLdered anglas and anguJ^ar 
sectors that are sets of polxits, having delayed the at\idy 
of sensed angles and not havlag mentioned them in ccn-- 
naGtion with the scalar prodiict^ 

Sensed angles are defined as equivalenGe glasses of ccup= 

les of half-1'lnes ^Ith the same origin * towards the dia^ 
i 

placements, So^ they are not mmtm of points* TO do not 
identify them with rotations^ hxit Bho^t that in a rotation 
the sensed angle ol a haLt^ldne and its image is the same 
for all half-lines; thi is the seneed angle of the reta-- 
tions* The rotatlDr i wi*.h a gimn centre constitute a oom-^ 
mutatlNfe group, ^^e transform this gtpiap structure to define 
the addition of senaed angles* So the sets of sensad angles 
is a coinmutative group for addition* Sensed angles of a 
couply of lines are also defined, [IP, 3] 

11.2 The pupils are familiar with rU^ut priority Im^ 
posed in traffis* This prirrity is prioservecl if a ear moves 
from a place to another (\^ith no ©vei.tytmi)p So it is in- 
variant by displacement - Such an axperinental iituation 
leads to define the oriantation in m plane by CDnsidering 
for each sensed line (A, < ) one of the half-planes with edge 
A; two half -^planes with a sensed edge have the sanie ofien^ 
tation if and only if they ate equivalent towards the group 
of displacements* p9r3] 

bring this definition of the orientation of a plane in 
connection with other ways, suoh as triplets of non^oollinear 
points^ sensed angles etc* The arc capable of a sensed angle 
is seen together witlfi the angles and angular see tors Inscri- 
bed in a circle, and the sensed angles of lines, 

11.3 Finally, by the aid of a graduated circle ill the orien- 
tmd, plane it ts eKplained how real numbers given mcd 36o can 
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determine a sensed angle and how the addition of sensed * 
angles corresponds to the addition of their determina- 
tions taken mod 36o* As you see, we do not speak of niea- 
sure but of determinations of sensed angles, 

12* Tfie QkOiip oi hAjmLUudu 

12.1 The fimdamaiital group of Eualidean gaomatry is gene- 
rated by composition of 1 some tries and homo the tiei of the 
plana* Tha main propertias are proved for angles* segments * 
triangles, areas. Direct and indirect similitudes are dis- 
tinguished * and their eompositiona are found to be a ho- 
mothety with a rotation having the same centre or with a 
reflection the aKis of which is passing through the centra 
of homothety* The similarity of all convex regular polygons 
with n vertices is proved and also the similarity of all 
circles and all disks * That axplains why the lengths of cir 
clas are proportiDnal to their radii and the areas of disks 
ara proportional to the square of their radii. 
Tha area of a disk, the length of a circln are considered 
respectively as the least upper bomd of the areas of the 
conveH circonicrifaad polygone and of the lengths of the 
periraeters o£ those polygons* 
This leadi simply to tha forn^ulas* 

Elamentary trigonomatry of stne^ cosine * tangent is studied 
in the oriented plane* 

All that im eovsrad in three years (12-15) 
in the following classes* space gaometry is also presented 
in an unified setting together with vector space, scalar 
product* transformations, coordinates and matrices. The rea 
numbers field is revised* 
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III. Conatu&lvm 

ht the and ofi the preceding sketch of a comprehertiive or- 
ganization ofi the fceachtng of geoirietry, as it ma/ be of- 
farad to the (activity of) pupils wa WQuld iika to maka 
some ganaral ramartei, 

1 , Gaometry i« aver prasant with its maaningful concepts 
loaded with their figurative power* 

2, All geomcwical properties taken as granted ara in such 

. a closa connection,, both with physical raality and with men- 
tal images th^t simulated it in idaaliied acheniata, that the 
pupils can ^raap than by their inmediata obsar^ation and ex- 
parienca* Simple axioms ara presented step by step in a ge- 
netic way* 

3* Geometry is not subprdinate to vactor-spacei theory* but 
contains a natural approacih to these notions. The ordar of 
preaentation tsries to ba mora mathematical than logical. 

A* Sets^ rei^fcions, mappingSi groups^ transfers of structu-- 
res by iaornarphliins are the working tools that are always in 
action in a pj^ograssive geometrization. 

5* The symbloais of the real numbers field and Its gaomatri- 
cal correspondent is rewarding, lapecially the group of dila- 
tations ha^ a qonstructive role. It is an invariant subgroup 
of the group o^ affinities of the plane, but also an inva- 
riant subgroup of the group of similaritias, 
The group of ^tlatati on has the privilege to be so simple 
that it can b# looked at with our bare eyes. 

g * If we pjTPpow to bagin with distance and measuremants be-- 
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causa they are the ohild's foremost eKperience we should 
not forget that the ©Kperlence of light is even more ob-- 
viouB, We live undav the rays of the sun and thase rays 
give forever the physieal eKampLe of parallel projections 
with the shades, 

7, Perpendicularity,, too^ is deeply rooted in our brain for 
the sake of our balance and the role of horizontal and ver- 
tical linei in the equilibrium of our Gonstruetions * The 
reflection at the iurface of quiet wter must have been a 
bewildering experlwce for our ancestors and a provoking 
situation that had to be underitood in order to conjure its 
myiterious magic. Measurements eaine surely later, except for 
the arithmetic of m^ll numbers. They are embodied in the 
given unified construction, Geoimetry is alive i It has pro- 
voked reflections, controversies and aontributions of lea= 
ding mathematicians, Awong his colleagues ^hom takes 
over the defence of geometry, His more convincing arguments, 
however, are not, perhaps, to be found in his passionate pa-= 
pera, but in his creative wrk. In %tabiliti strueturelle et 
Morphogeniae, Essai d'une thloria genferale de modeles" [36] 
the reader finds $UiCh a deep understanding of the problem of 
the auccession of fprma and a wealth. of eKamplaa, Most of 
them are taken frorn biology and from disciplines that, so ^ 
far, have rebelled against all mathemati^ation, 

The work offers "thf flrat syatematical attempt to think in 
geometrical and top^loglaal terms, the problem of biological 
regulation as well those set by atructural stability of 
any form". The reading requires a broad and multiple know- 
ledge in the domain of mathamatica in its modern setting as 
well as outside mathematics in the fields of eontamporary 
sciences. The effort that is needed to penetrate into this 
work of quaai-encyqXopaedic character will be rewarded by 
mathematical and philosophical enrichment and joy. 



75 



61 



Bibliography 



(1) The Elements of Euclid, Edited by Isaac Todhunter/ 
Introduation by Sir Thomas L. Heath (Everyman's 
Library 891, London^ Kaw York 1948^ Dent Dutton) 

(2) Clairaut. A=C Elements dm Gfeometrie 

(2 vol,, fed Gauthier-Villars, Paris 1920) 

(3) Hilbert D*^ Grundlage der Gaometrie 
(Verlag Teubner/ Leipzig und Berlin^ 1922) 

(4) Pasch , Vorlasungen ilbar nauera Geometrie 
(verlag Teubnar^ Laipiig, 1882) 

(5) Fraudanthal lU , Mathematics as an Educational 
Task (Ed* D. Raidel Publishing company^* Dordracht, 
1973) 

(6) Halsted Q,B, , Geometrie rationnella 

(Trad* francaiser M Gauthier-Villars, Paris 1920) 

(7) Enriques F.and Amadi O*^ Elementi di Geoemtrica, 
Vol 1 and 2 (Ed, Zaniohelli^ Bologna, 1952) 

(8) Enriques F and al.? C51± Elementi d'Euclide e la 
Critica antica a moderna, 

(4 vol. Ed. Zanichalll, Bologna, 1932) 

(9) Descartas R. , La Geometrie, 
(Nouvalla ed. T* Hermann, Paris 1927) 

(10) Dieudonne T. ^ Devona^nous anseignar les "mathe- 
matiques mondarnas" (in Bullatin de 1 'Assoaiation 
des Profasseurs da mathfematiquas de 1 'Ensaignament 
public, 292 Fevrler 1974, p76) 

(11) Dieudonne T. , Algebra linlarie et geometrie 
felfementarie (Ed* Hermann, Parii 1964) 

(12) Fraudenthal H., Algebra linlaire et geometrie 
felfementaire by Jean Diaudonna (in American Mathe- 
matical Monthly vol 74,^ 6, June-July, 1967) 

(13) Levi Howard, Foundations of Geometry and 
Trigonomatry , Prentlca-Hall Inc, New-Jersey 1 960 

(14) Levi Howard, Topics in Geometry, Pr indie Weber and 
Schmidt inc, London 1968 

(15) Choquat G„, L' ensfeigneinent de la Geometrie (id* 
Hermann, Paris, 1964) 



7G 



62 



(16) Delesaert A*, Glomitrie plane, (Ed. Spes, Lausanne^ 
19603 

(17) miBm I Elesmanr^ry Geometry from an advanead 
Standpoint, (Md* ion-Wasley Publ, Comp. London 1964) 

(18) Artln E, i Geometric algebra 

intersqtanca publisher , New-Yorlc, London 1361 

(19) SeJErrais ^. and al,, Mathematique 1, 2 and 3 
(E4, Labor Brussels, Nathan Paris 1* 1969? 
2, 1971? 3* under publiaation) 

(20) Deprit A., La Geometria affina et.„leB struGturea 
(Ed. La Procure Bruxelles Namur 1962 

(21) Meiray C» # Nouvaaux felfeinenta da Geometria 
Ed. Jobard, Dijon, 1903 

(22) Yagl0ml*M, , deometric ttanaformations 

Ed. Bandom House and L.W* Sanger Company 1962 

(23) Jagea: ^ Konatruktive Abbildungsgaomatria 
Ed. mber Verlag^ Lusarn und Stuttgart 1964 

(24) Orioi / La problime dm giometria 
Ed. Ounod, Paris ^ 19 51 

(25) Gu0g#riheimer H*W*, Plan^ Gaumatry and iti groups 
(Hoid&n^Day Inc, London tosterdam 1967) 

(26) Baohrann F. , Auftaau der Oeometrle aus dam Spiege- 
lung^bagriff , Springer Vwlaf , Berlin 1959 

(27) Frwdenthal, H* , What gi^oups mean in mathamatios 
and vhat they shquld mean in matheinatiaal education 
in pwelopmants in mathewatiaal EduGation 

(Ed* Cambridge unlvarsity Press # 1973) 

(28) Thorn R.^ Las mathamatiques "modernas"! une arraur 
pidafogiqua at philosophlqua? 

in da la Soiance 3, 1970 225-36 ^ 

(^^ran^latad into Englishs Modarn mathamatics- an 
eduaational and philosophical error? 
Th# Amarioan Sciantist 6, 1971, 695-9) ; 

(29) ThOin Modern mathamatiass doas it eKist? 
ilti pevelO'T'mente in matheinatical Edueation, 
Proq^ediny of the sacond intarnational oongress 
on mathematical Edueationr Cambridge univaraity 
Pmm 1973) 

(30) Fi^chbaln E. , ConQaptalf figurale (Iditura Academici 
Republicii P'^pulare Romln© 1963) 

Fr#nah Sugary on the end of the book 



63 



(31) Veasio, P.r Zandou-Naisky G., A la econquita de 
I'Espacef las structures algebriquas de la 
gbometrie Eualidienne 

(Ed* Office eantral de Ltbrairia, Paris 1963) 

(32) Gpneeth Q,, Les mathimatiquas et la Realite 
Essai sur la m%thode aKlonatique 

(Ed. Felix Alcani PariS/ 1936) 

(33) Gonsath F,, La gaomfetrie at la Probleme de 
L'lspace 

(Ed. du gruffon^ Neughatel^ 1945, vol I VI) 

(34) Papy and F*, Mathimatlqua modarne 1, 2? 3 

Ed* Marael Didierr Bruxallaa, Paris iM^3, 1965, 1967) 

(35) Pickart G. , EinfUhrung in die endllcha Gaomatrie 
(Klatt Varlag^ Stuttgart 1974) 

(36) Thorn R, , Stabiliti StruQturella et mgrphoganei^ 

(Ed. W.A, Benjamin , Inc Reading, Maeiachusetts i970) 

(37) COKetar H.S*M,, Introduetion to geometry 
(John Wilay and sons^ Inc. Publ . 196U 

OS) Fxrankal, j*^ Geomatria pour 1 'elfcve-prof esiaur 
(Ed. Harmann, Paris 1 973) 

I 



78 



PROBLEMORIENTIERTI ZUR GEOMETRIE 



Stowasser, Bialeieeld 

"The conitruction of problem iequences 
is one of the largest and moet urgent 
taik in curriculuin development" 
(Can^ridge Conference on School Mathe^ 
matlcs 1963) 

Dar Staff dar ElewMtas^geometrie wird naheiu ausschliefi-= 
lich unter logisch^iyitematischen Gesiahtipunkten fdr 
den Untarricht oj^g^nisiei't * Die Folgen sind bekannt: 
AKiomatisches Ragout ^ Drtuktlon von Evidenian in einem 
vorf abrizierten un^urqhschaubaran System, Definition von 
Trivialitaten* meh3P Bptmohm ale ^entrale Inhaltep Bereit- 
stellung von ViBlmTl^i ohne erkennbaren Grund, 

Dla Kdpfe warden vollge^topft mit Plunder, wobei die 
der Geometrie zugrw^elief enden Ideen eher zugaschtittet ^ 
denn ana Licht gabracht s^arden. 

Das alles hat trots Anjceicherung der Inhalte und anderer 
Ausrichtung der syst^rnatlk (Abbildungsgeomatrie) saine 
Wurzeln im "auklidiaahari Geist*S jenem methodologlachen 
SelbstverstMndnis M^thematik, daa iiah in PlatOns 
Akademie ausspracb und in Euklids Werk mustergilltigen 
Ausdruck fand* 

Fatal, dafi dia in Buklids "Elementen" kodifiiierte eukli- 
dische Geometrie bis im 19* Jhd* Muster ohnegleichen fUr 
Wissenschaf tsbereich<a blirt* Ge^isae grundlegende (mog- 
lichst einfache) Stt?^* die Erf ahrungstatsachen das unr urn 
gebenden Raumas aueaprwh^n, waren dar in als AKloma ausge= 
^aichnet, Alle Ubrig^n g eometrischan SMt^a sollten erat : 
dann als gUltig aneirkannt werden^ wenn fur ale ein Bewe^ 
mm den AKioman (uwd berett^ bev/iesenen) satien vorge- 
bvacht warden konnte. 
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^v-v; fasiinatlon jenes Musterbelspiels hat sich auch der 
j^-somatr leunterricht rAight ant^iehen kbnnen* Bto welt ins 
19, ^hd* hinein waren Euklids "Elemente" Grundlaga einaa - 
starilen Unterrichts. 

Bis dahln bliab mch verborgen, daS Euklids AKiomensystem 
^ur Deduktion nicht ausraicht, Naeh Vorarbaiten vornahm- 
liah italianischer und dautecher Mathamatiker hat dann 
David Hllbert 1899 eine vollstMndiga Daduktionsbasis fiir 
die euklidiiche Geomatrie vorgelegt* 

Ea gibt mittlarwaila aehr verschiedenartige aKiomatischa 
Faeaungtn dar auklidisahen Gaometria* Wanigatena aines 
diei^r Ajciomenayiteme eollts dar Mathamatiklehrer kannen 
und ^ufL Ab^ahAtakung gesehan haban, ^ie daraus in muha-- 
voilmt Kleinarbait dia einfaahsten = zumaist avidanten - 
geomptrischen SMtie daduaiert warden*") Blaibt zumindast 
als Jiarn^ial fUr dan Lehrari wisaan, daS dar Geomatrie- 
unterrtcht in dar Sakundarstuf e 1 nach ganz anderan Ga- 
sichtapunkten organisiert warden mufl. 

Bin ^olohes kompliziartea Axiomenayatem als Fartigfa- 
brikat in die Kdpfa dar SchUler ainEUpf lanzen und dar- 
.auf ain eigenartrfras, fUr Schuler nicht durehSGhaubares 
Kankenwerk von ^ ran Batzsn, abar satzan Mrmliehan 

gaontetrischen ^^f^ - 'it Hilfe der Logik auf gurichtenf 
das wagt kein Didakciker odar Lehrbuehaehreibar zu amp- 
fehlan. I^bar in dan gMngigan SQhulbachern (i,B. im 
SchyMer-Uchtmann^^^'O iat doch eine starke Orientiarung 
an einer logisch-systamatiaohan Intwieklung dm Gaome- 
trie immer noch unverkennbar , Vom euklidiscben Geiat hat 
man aiah noch viel zu wanig amanzipiert. Port wird bai* 
apielaweiee die Aahaanspiegelung durch aine Liate von 14 

^O^^B^ ^- lorsuk und W. SEmielevi FoundatiQns of G#ometrie, 

i^h^dder^Uchtmanni Einfuhrung in die Mathematik, Geometrie %§ 
frinkJurt 1972 
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starkan Axiomen beschrieben^ ein Rattenschwan^ von tri- 
vialen SMtzen formuliert and unvollstandig aue den A ioman 
daduziart, Nimmt man noch die dort aufgefnhrten Axiome 
hiHEU, die die Inzidenz-, Ordnungs- und OrthogonalitMts- 
relation betraffenr bo wird klar, dafi trotg des grofien 
Aufwands nur axiQmatisches Ragout serviert wird^ das nicht 
einmal aine auireiGhande aKiomatiaohe Basis fiir das 
Messan von Winkeln und Flachan hargibt-), (Das urtail 
uber andere gMngige Schulbiicher fSllt Im Grundsati 
nlcht anders aus# Der Zaubergarten der Gaometrie nimmt 
aich in ihnen wia ein staubumwolkter ExerEierplati aus 
(Waganschain) ) , ) 

Kain Wundar, wann dia SQhUler lustlos darauf reagiaran 
und dabai eina negative Einstellung EUr Mathematik ar-- 
wertan, 

Gagan AntriebssahwMohe half en nur starka Raiia* 

Ijn Palle dar GeQmetrie sind zumindest Zugange von rail- 
vollan Problaman her zu dan zentralen inhalten hilfreich. 
Baaser wMre freilich# die alta Gewohnheit - logisoh-aysta-' 
matische Stoff organisation - ganz au£zugeben und das Feld 
der Geomatrie mit Problamkreisen abzudaekan* (linige soleha 
geomatrischa Problamkraise - aKtremale Raahtaakar Billard, 
haronische Mafikunst, Kuetenschif f ahrt-i Werkzaugprobleitie 
ate* warden in dieaem Haft vorgastellt) * 

wir plMdieren tilt muntare linstiege in die Gaomatria von 
raiivollen Problemen hsr , die maglichst rasch ^u hinreichend 
intaraasanten (niahtevidenten) Intdeckungen fuhren* Wir 
sollten dabei versuchen^ Haarspaltereien aus dem Wag zu 



'O Analyse dee oben genannten Lehrbuches imt Eentraiblatt der Di- 

daktik der Mathematik Heft 1/70 von R. Stowaaser und K. Breinlinger 

'^*Ouns scheint schon blofies Schielan der Lehirbuehvarfagaer auf ein 

"Hintf rgrundaxiomens^stem" bedenklich, sei es auch nur dazu gedacht^ 
dem Lehrer einen sicheren Leitfaden an die Hand eu geben# der Ihm 
die Orient ierung im Irrgarten der Geometric erleichtert* 
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gehen, gegen alls Definier- und Formullerwut uiid gegen 
jeden Beweisf anatismus die besondere Rolls der Intuition 
gagenliber 4er Jliogik betoncn/ TlQrt legen auf die EntKlck^ 
lung der Phantasie/ auf Or i aaiitat and mAfUlchu \/qA-^ 
6.Uhm. Wir meinen nicht^ daft SchUler evidente geome-- 
trisDhe Sachverhalta [z. B. den ScheiteLwinkslsatz) 
nach einem Beweis beaser verstehen als vozhex , halten 
vom plausiblen BegrUnden nichtevidentet SMtge mehr ale 
von fragwUrdig strengen Beweisen (aus einer urtEurei- 
ahenden axiomatisch^n SaBis) , betonten das Auf findan 
von Argumenten mehr als das Nachvoll^iehan von Mause-^ 
f allenbewaisen (Schopenhauar) . 

Wir solltan una mit unaerem Vorgehen vor allem auch 
gegan die Ubliah© lereitstellungsmethode venden, Kon- 
krata Probleme sollten nicht eret dann behandeit wer= 
den/ wenn die da^u notlgen Bagriffe un3 Sat^e zur* La- 
sung der probleme eyhon bereitetehan (Prascis als An- 
wendung vorrMtigar Theorie) * Vielmehr soli Theorie ru» 
dlmentMr und ungehobelt aus der Beobachturig und Ana- 
lyse der ^ur Losung anstehenden konkraten Prcblame ant- 
stehen. 

Die Einstiegaprobleme sollten so geartet sein, dafl die 
Sahular maglichet aalbst verwandte Ptobleme forinullereft 
- im einf aohstan Faile durch Variation gewlssar, Ela- 
mante -,die zu ihrer b5aung neuer Uberlegungran bediirfen. 
So kann ein nach alien Seiten bin 0{^imQA VH.oblmhKQM 
antEtehan. Dia geomatrischen Sachverhalta sracheinan 
in einer Ordnung, die der Auaweitung das problemkrelses 
angapafit ist, Mit einer logiach-aystematischeri Ordnung 
der Geometrie hat das Untarnehmen wenig Berllhrungspunkfce . 

Seit Euklid nahman Konstruktionsproblaine itn Geomatria- 
unterrioht einen auageEeichneten Platz ein, Euklids 
aKiomatischa Passung dar Geamatrie kann varetanden 
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werden als yrofiartiyor VGrsuch, ciio GeomatrlG zu ent- 
wickeln aus den grundlGgendon Konstruktionen bel Fest- 
ochreibung d©r Werkzeuqei Kirkel und Lineal. Solche 
Fi.xiurunq war Hemiiischuh f'lir dio Entwi cl'; lung der Mathp^ 
matik nonh Im spMten Mi t- telalter . Der G-ometr ieuntar- 
richt hat diese euklidisGho Fesscl noch iminer nicht 
abgostrGift. Emanzipation von euklidischem Geist mufi 
nicht nur das Korsett d^sr logischan Systematik auf-- 
breohen, sender n auch den ^ieceu "Werkzeuggebrauch pro-- 
kiamiaren* Sie erfolgt nahezu zv/angslauf ig / wonn sich 
der Gaometri^unterricht vorneBhmlich an ProblemGn orien^ 
tiQtt, fOr d. ' ^ "sungsmethoden und Werkzeuge nicht 
vorher schon . uitgastc LI t werden, sondern ad hoc 
erfunden werd..ii mUssan. Der Problemloser will mit sei- 
nen Problemen zxxniiahst ^iAgv.ndwU fartig warden. Seiner 
Findigkeit muB die Wahl geetgnetar Hilfsmittel (Werk^ 
zeuge)") uberlaBsan bleiben. Ihn von vornhcrain auf 
klaesische zirkyl^ Lineai-Konstru> len zu fixieren, 
nur solcha Losungen anzuerkennen Unu die Auswahl der 
Konstruktionsaufgaben ausechlieBlich unter dam Ge- 
sichtspunkt der Realisierbarkeit mit Zirkel und Linea.; 
zu treffan, erseheint dldaktisch geradezu widersinnig. 
Was das Warkzeug anlangt hat as ainen angebbaren 
Sinn, ein Kuchenmessar fur chirurgisch^^' Eingri f £ a vor- 
zuschraiben oder auch nur zu empfahlen? 

N^ }n wir als Beispial die alte Aufgaba der Winkel^ 
druiteilung. Mit dam Winkalmesser als Hilfsmittel iet 
die Aufgaba trivial losbar. Mit dam zirkel und Lineal ist 
die Aufgaba In endlich vielan Schritten nachweiebar - 
mit algebraisGhen Methoden - nicht zu losen, sofern 



") Parallel^, Spiegel-, Einschiebe-Lineal j Winkelhaken; Koordi- 
naten-, Pergam^nt-^Papier etc. Zur Ortung (terresf.rische Navi 
gation) beispielsweise ist Pergament als Werkzeug vorzuglich 
geeignet (s. S.86 ff in dlesem Heft), 
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Zirk€2l und Lineal im klasaischon Sinne bonutzt werdan 
(mlt dem zirkel kann urn einen vorgegebenfen (oder ge-- 
wMhlten) Punkt ein Kreis mit vorgogebenem (odf-r qe^' 
wMhltem) Radius ge^.ogen werdRn ; mit dem Lint-^al kann 
eine Gerade durch swei vorgegebene (oder gewahlte) 
Punkte gezeichnet werden) . Die Winke] dreiteilung lie^e 
Bich freilich in unendlich vielen Schritten mit zir- 
kel und Lineal durchfuhren (Eingabelung durch iterlerte 
Winkelhalbi©rung - IntGrvallschachtelung des Bruchas 
^ durch DualbrUchei J " J2 + J4 ^ ^6 '--^ oder mit 
Zirkel und Lineal, aofern das letztere nichtklassisch 
verwendet warden darf (namlich ala Einschiebelineal , 
auf dem zwei Punkte eine Strecke markieren, die zwischen 
zwei schon gezeiehneten Linien "eingepaBt" warden darf ) . 

ArcMmdes^ Einsch lebelineal=Losung findet man gewiB niaht 
auf Anhiebi aber die zu jrundeliegende Losungsidee iat 
sehr einfach. Sie entspringt einer unUblichen Konstruk^ 
tion lur Vervielf achung eines vorgegebenen Winkels (Ver^ 




" ) Auf hSherem Nlvaau (in Sekundarstuf ^ II) kann die Winkeldreiteilung 
flurchaus ale reir.voll^s Einstiegsprotalem verwendet werden zur MQtl = 
vation gruncilegender algebra ischer Begriffe und Methoden, mit denen 
auch gewisse Frag^in naeh der Magllchkeit klassischer Zirkel-Linnal- 
Konstruktionen erledigt werden kQnneni'Winkeldreitellung, delisches 
Problem der Wurf eldoppelung, Dreieck aug den Winkelhalbierenden - 
das sind Konstruktionsprobleme , die auC kubisehe Gleichungen fQhren 
Solche Gleichungen mit rationalen Koef f izienten haben aber genau 
dann durch Quadratwurgelauedrucke darstellbarci Losungen, wenn 
sie e i ne r t iona 1 e Losu ng bee i t zen * 
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wendung glGichschenkllger Dreiecke) J* 

Die "Umkahrung" dieser mit Zirkel und Lineal realisier- 
baren Winkelverdreif achung lief er l r un die gGSucht© Win- 
keldreiteiiung . 



Wir achten auf die Gleichhfiit der StreckenlMngen in 
Bild 4 I l(ab) = ICbd) ^ l(Gd) und versuchen dieae 
Eigenschaft zur Kon- c 
struktion auszunutzenp b 



Es liagt nahe die Eeichnung zu erq^dnzon. 




iild 4 




Slid 5 



Die Konstruktion fUr ifi wird demnach von folgender Zei 
chnung ausgehen konnen. 



c 










\ K 








d 



Bild a 

Gelingt es^uns, e^ne Gerade H so z\i legen, dafl auf ihr 
vom Kreis K und von der Geraden G eine Strecke der T^an 



Vorweg ware demnach im Unterr icht dae Problem "Winkelverviel 
fachung" zu erledlT^en (verschiedene Realisieruogen mit. ver- 
schiedenen Kgrkzeugen; wenn notig Hinweis darauf i dafl fleieh 
schenklige Dreiecke eine hubsche LOBUng ermoglicheri) 
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l{cd) atageschnittDn wifd? Sofern man niaht auf zirkel 
und Lineal f ixiert ist, wird man etn geeigncptOB Werk- 
zeug herzustellen suchen-')^ das die Etnpassung einer 
gegebenen Strecke iswlschen zwei qeycibene Lin I nn cjrmog- 
licht. Ein gespanntoir SchnUr senkel , auf dem die Laruio 
l{cd) durch zwei Knoten markiort: istt erfUllt iinseren 
Wunsah. wir spannan ihn ao durch da^ die baiden 
Knoten k nnd k^ auf K bzw. G liegen (E.Bild 7 ) 



Irn folgsnden Beispiel^ einem Problem aus einem chine- 
sischen Rechenbuch {2000 Jahre alt) mdchten wir noch 
eine andere Beita dar Emanzipation voni euklidischen 
Geist heratisstelj -.Ml . Nicht nur das Werkzeug selbst/ 
sondern auch sein GebrauGh sollta nicht von vornherein 
vorgeschrieben werden. 

Aus eine*m Taich ragt ein Barnbusroiir 6 Fu/3 heraus . ^iehti 
man die Spitze zum Ufer, so ist sin 8 FuB von der S telle 
..intfernt^ an der das Rohr aus dem vfasser kammt. Wie 
tief ist der Teich? 

Fur Elfjahrige ohne systematische Unterweisung in Geo- 
metri© ist das ein hinreichend nichttriviales Problem. 
Naheliegend ist eine Eingabelungslosung fiir den ''Wurzel- 



"5 Es durfte nicht Bchwer i d ) 1 (?n iiachxuwe i.^rin , daR C\nr Mathematik- 
untGrricht auf align Stufen die Enhwicklung eJnt?r ont^pr echcn- 
den Attitad*^ verhingert^, st^.-t p> r 6 zi\ furdeirni und wir sehen 
darin eint>n s^ii ner gtdBtcn Mango L, 
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punkt" des Ruhrs (Probierverf ahren mlt ayatematischer 
Halbierung) * 

p=j wlrd auf der Geraden ac 
als Drohpunki jewlihlt. Die 
Spitze des Rohrs KMme dann 
absr nach (Schntirsenkel , 
zirkel , Einschiebelineal 
ais Hilsmittel) * liegt 
iLnks von Drehung um' 
(^c) lec t die Spitze rochts 
von b nieder* Der gesuchte 
Drcihpunkt liegt folglich^O 
zwischen p^ und p^. Mit dem 
Mittelpunkt p^ der Strecke 
p^p^ wird genauao weiterge- 

macht* Das liefert sine Intervallschatelung fUr den ge-- 
auchten Drehpunkt p. Die Aufgabe ist in wenigen Schritten 
der Zeichenungenauigkeit wegan praktisch (aber umatMndlich ) 
gel5st * 




Bild a 



Hat man die Losung p, so sollte an der Zeichnung die 
bymmatrie des Kreisaektors 
auffallen. Das fUhrt zu 
Uber legungcn , die Synunetrie-- 
achse zu find^n, zu verschie-^ 
denen Mit talsenkrechtenkon^ 
struktionen; darunter wohl 
auch zur klassischen Zirkel^ 
Lineal-Konstruktion . 
(Eine beaonders einf-iche 
Losung gelingt durch Papier- 
falten. Man zeichnet dazu die 
Ausgangsdaten auf Pergament- 
papier^ faltet es dann so, dafl 
a auf b zu liegen konimt, ) 




V b; 



Id 10 



O Die Eingabelungskonstruktion laBt sich streng faegriinden mlt Hilte 
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Man beachtei Das AusgangsproblGm ist ohnm vorangehenden 
systematisahen Geometrieunterricht Itisbar, Die (mit 
Elf jMhrigen nicht weiter analysierbare) Eingabelungs- 
konstruktion ist oin arstes Beispial einer vlelseitig 
anwendbaren praktiBchen Methode, der spater (in der 
Analysts) grundlegenda Bedeutung Eukommt-'). Das Aus- 
gangsproblem motiviert schliefilich auch den fUr die 
Gaometrie wiahtigen Begriff der Mittelsenkrechten und 
fUhrt zwanglos zu Qrstan Symmetr lebetraGhtungen ^ Von 
Bereitstellung kann keine Rada sain. Die hUbsche Auf- 
gabe wird keineaw^ga bloD 2ur Anwendung schon bekannter 
Mathoden "miBbraucht" * 

Weitere Aufgaben EHr Anwendung das Begriffs "Mittelsenk- 
rechte" findet man in den tilteren Lehrbtichern im Zu- 
sammenhang mit dem Pythagoras^Satz ; d.h, vial spMtar 
als Rechenaufgaben* 

a) Ein Bambusrohr ist 10 Fufl lang. Der Wind kniakt aa . 
Seine Spitze betiAhrt 3 Pufl von der WurEel entfernt 
den Boden, Wie hoch liegt die Bruehatelle? 

b) Man hat sine gs^ffnetR Doppelttlr. Ihr Abstand von 
der Schwalle betr" 10 Zoll 1 Fufl) . Die beiden 
Turen klatfen 3 ^oH auseinander. Wie breit ist die 
Doppel ttir? 

c) Eine Lanze ragt senKrrcjht . hand 1 FuS liber eine 



'O Komplettigrung dcs Zahlkorporr^ ; Iterationsvorfrihrten zur 

sung von Gleichungen ^ StetigHplt - Zwischenwertsatz - Fix- 
punkt^atze (s. R. Stowaseeri EindimenBionale EKistonzsitEe, 
in: Der Hathematikunterricht, Heff. 1/70) Vorarst werdan 
stotige Abhildungon und ihre Elgenschaf ten (Zwischanwgrtsatz) 
naiv verwendeti erf^hren keine begriffliche Faseung, werden 
in salchen Beispielf alien bloB anschaulich verwendct und auch 
i.w, nicht verbalistert. NatQrlich werden auch die mit der 
mafistMbliehen Zeichnuny verbunden^n Khnlichkeltsbeziehungen 
an dieser Stelle nicht analysiert. 
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Mauer. Schraggestal It , mit ainem Ende 3 Fun von der 
Mauer entfernt, erreicht ihie Spitze gerade die Mauer-- 
hShe. Wie lang ist die Lan^.e? 

Nicht nur die Elf jahrigan haben Schwiarigkeiten mit den 
verSnderten LagebeEiohunqen . Dafl dieselbe Losungsidee 
wirksam ist, daa ist nicht von vornherein erkennbar* 
Man zeichne und lerne se^hm* Dazu ist Geomatrie offen^ 
bar in besonderer Weis© geeignet. 

(In den Auf gabenplantagen Mlterer Lehrbiicher findet der 
Lehrer genug Material, das er in Mhnlicher Weise iweck^ 
entfremdet" verwtur jn kann mj.t der Absicht, neue Reize 
an ihm zu entfalten. Solche LockerungsUbungen sind ins*' 
besondere nystemorientierten Lehrbuchschreibern zu emp^ 
fehlen, . 

Wir geben Im folgenden 2wei Beispiele fur den Unter- 
richt sequentierter Problemkreise (Extremale Rechteckei 
Billardprobleme und eKtremale Wege) . Weitere- Problem- 
felder konnen aus Plat^grUnden nur sehr aki^zenhaft vor= 
gc?.stellt werden mit Hinweigen und Anmerkung*?n verHcnie'^ 
denster Provenienz. 

1 * t-KtAmale. Recktecfee - elm rxoblm^tqumz mit Kii^z^llmm 

in der Klasae 5 warden Liblicherweise Umfang und In- 
halt von Rechtecken behandelt nach dem hSchat frag- 
wilrdigen didaktischen Prinzip der kleinsten Happen 
- Ausgliederung eines s^charf zuqGSt:hnitteniMi Tail^ 
stucks aus dem KompleK des Massens ^ bei kuriatmigar 
und wenig kurzweiliger Motivation* Mit 2a4^2b und ab 
werden dann etliehe ''altbabylonische Acker aufgaben" 
gerechnet. 
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Wir wahlen mit Abslcht diebGn in C. n Sv UulbiichrM^^ rocht 
langweilig abgehandelten Unterric?!* ^isn:^ t;a *d uml !jt»^Jlan 
una ere n Unterrichtsvorachlag dai'o/u*.*^' einB kl^^nv* M^"^ 
dic!neinhei c mit Kur^t'iimen zum Ei'istio':i? FaliL-nscit^ a ^< ^ 
Lesabogeni ^rbGitskarten . 

Statt eAfUiL^ , RedLtecfeE behandeln wir im Untatricht gewiase 
Rzditmk^^oh^m und halten darin Ausgchau naah Rechtech^^n 
mit gewissen EKtremaleigenschaf ten * Wir nut ien den Raiz 
elementarer EKtremalprobleme^ zu deren Loaim^ diuoA^t Ver- 
fahren des Strecken^ und Pf Mchenvergleichs zu milndm 
Bind. 2a + 2b und ab allein genUgen fUr elementare Lo- 
eungen unserer EKtremalprobleme niaht. Der Komplex dee 
MeEaena muD vielffiltiger erschloBsen werden. 

2u den psychologischen Mitteln der Anreizung gehorr die 
paBgende Einkleidung der mathematiBehen Sachverhalte * Sie 
ermdglicht Matheniatik in der Form von "Geschichten" zu 
prasentierenr die una in das Fabelreich der Phantasie 
entrUcken konnen,'^) 

In den § 1 - 4 werden die .vichtigsten Stationen unserer 
Problemsequenz beschrieben. Viar Rechteckssorten werden 
behandeltJ # 

a) die teilumfangsgleichen TlIUFANER 

b) die umf angagleichen UFANIER 

c) die inhaltsgleichen AREANER 

d) die quermassgleichen DIAGONER 

jeder Sorte finden wir verEchiedene Herstellungs= und 
Sortierverf ahren (Spionsuche) , dabei aueh die zentrale 



•^5 xm UnterBQhi^d aonathan SWIFT verfolyen wir keine gesellsahaf te-- 
kritiaehen Zwacke^ wenngleich wir uns ebenfalli gewLL^Boe ironischer 
Stileleinente bedienen - z.B, im Kurzfilm llj "SoldaL niuS jeder wer-- 
den, desaen Baueh kleiner 1st als der Generalsbaueh" . Die Schelte 
aufgeklSrter pSdagogen, die die geBellschaf tllche Irrelevant unserer 
Farbeln monlerten, soyar petpotuierung hierarchiacher Strukturen als 
Absicht unterstellten I lassen wir ohne Rechtf ertigung uber uns ©rgehen. 

'"O Im Bild ist der "Teilumfang*' dick gezeichnet. 
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Kmntlfii€mQ.thodg (kartesische Graphen) . Gesucht sind der 
quermaflkleinate, der i nha ItsgroQte r der umf angagraflte 
TEIUFANER und analoyo extremale Rechtecke der anderen 
Sor^en. 'Ue werden in iur Regel mlttels kartesischer 
Graphen g^undm und rnit alien anderen Rechtecken ihrer 
Sorte vergllchen in '/j.nsicht auf jene Eigenschaft, die 
sie angeblich extremal besitzen. Wir arguinentieren Mhn- 
lich wie schon Euklid, nur dafl er ausschlieBlich den 
langwei ligeren Fall der umf ang sgleiGhen ReGhtecke be^ 
handclt hat, 

FUr unscre Problemsequenz ist die kartesische Darstellung 
von Zuordnungen z^v^iechen Groflenbereichen zentral, Der 
Lehrer lasse sich nieht abschrecken durch amtliehe Vor"- 
urteile (Lehrplane, die so etwae Mlteren Schtilern vor- 
behalten woilen) . 

Die Ldaung dcir Probleme gelingt ohne vprherige syatema-- 
tische Unterweisung in Geometrie. Einige geometr Ische 
SMtze prMparieren wir bei iinserer Arbeit an den Pro^ 
blemen heraus - z* B. Satz vom Lot als kUrzeater Ver- 
bindungy Satz von der Treppe, Satz von der Kreistangente^ 
u.a.,Die Problemaequenz diktiert ihre Selektion und IMSt 
sie beziehungalos nebeneinander stehen. Wir werden ein 
paar bunte Schmetterling fangen und konRervieren . ''Lokales 
Ordnen" (FHEUDENTHAL) hat noch kelnen Sinn bei bq kleiner 
Beute, Aber wir werden auf unseren W^^^,en duxch weitere 
Problemsequenzen - Papierf alten, Parkettef heronische 
Mefikunst,- Kiisteuschiffahrt, Billard, eto- - noch visle 
buntfe Schmetterlinge sammeln konuen, ^ovLe^e, da^ inich 
logiseh-aystematiache Auf arbeii.^mg und AnsMtze zur Taenrie" 
bildung im Hinblick auf eine Grundlegung der nmrnptrlB 
mQglicherweise lohnen; v/enn auch nur fur wenig^ unter den 
mittlerweile herangereif ten Schulern* 

Vielleicht darf noch vermeikt werden, dafi wir nicht die 



78 



Absicht haben? sachkundige LcsBer mi^ einam Lernzlelkata- 
Log langweilen, Eher naigen wir dazu herauszustellen; 
was nicht zu den Lernzielen gehdrt, etwai Der Schmer 
sollte niatit wiseen, daS f.uordnungen rechtFeindeutige 
TeiXmengen cIbb kartesiBchen Produkts zv/eier Mengen sind. 



1 * 1 Tu-u^anaA 



a) Den Einstieg machen wir mit dem Kur^filni i: "SPION 
IN TEIUFAN" * Der Film schildert zunMab'St dia Heratellung 
der Rechteaksmannchen. Aue glUakl*^ . ihtstliGken war- 

den rechteakige Haken gebogen (s « 'l^ ^ Die Haken 
holen eich nacheinandar ihren Baur. r daa genau da-= 
runter paasende Rechtack* lin Mondg.^ c sahiatat sich 
dahinter. Einige TEIUFANER warden so gefertigt, Danaeh 
sieht man eine TEIUFANERverBamniiung , Ein Kbnigsbota mel- 
det, dafi sich ein ilpion eingeechlichari hat. Er hai- nicht 
denselben Tailumfang (- HakenlMnge) • In der Zimmerecke 
ist ein Maflstab aufgestellt (Vorberaitung dee Koordina- 
tensystems) , Die MMnnGhen drangaln sich lur Measung in 
die Zinimarecka und maehen dort einen *'Puflatand" auf dem 
reehtan Fu0 (s. Bild 12 ) 
Hit diesem etwas umstMndlicnen Ver- 
fahren wird naturlich der "zu lange" 
Spion gafundenp 

Die MMnnchen stahen noch alle in 
der Ecke, Der unverdMahtige Ktinigs- 
bote entdeckt ein raffiniertes Ver-^ 
fahren zur Spionsuche, Er bemerkt 
nMmlich^ dafl die rechten Schultern der recht Gemeseaneir 
auf einer geraden Linie liegen (teiufane Kannlinie - b, 
Bild 13 ) 




Bild 12 
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Der Film hinterlMfit ein Probiem. Warum ist die te^n.^.m 
Kennlinie sine Strecke? Wir verwandeln einen schmrjlen 
TEIUFANER in einen breiteren und wiGderholen das Ver- 
fahren. Die Sel tenansicht 
einer Trapp© ent.Bteht rnifc 
Stufen doppelt so breit 

wia hoch. Die Kinder wissen ^ — — ^ 

'ingst; dafl man auf eine so ^ ^ 

ji ichmaaig gebaute Treppa 

ein Brett feat auflegen kann.-) ____________ 

Ein Folienaatz gestattet et- 
n Che solehe 1i2 Treppen auf'- 
uinandar zu legen. Die Kinder mu^ n 

begreifen; Die teiufane Kenn- 
linie iat notwendig gerade, 

b) Dann folgt der Kurzfilm tj '\^^tjsteRUNG IN TEJUFAN" 
Der diagonalenkUrEeste TEIUFANiiR wir gesucht, Ihm kommt 
das Generalsamt zxl. 

In Verbindung mit dur teiufanen Kennlinie hilft der Satz 
vom Lot als kUrEester Strecke den General finden.-^' 

Soldat wird^ wer einen klelner/sn Bauch als der General hat. 
Diu NViBterung macht keine Schwierigkeiten . Wir nutzen 
unsere Kenntnis von der 1i2 Treppe. Die Musterung einee 



'O Dahinter verbirgt Sich natQrlich ein Khnlichkeltssatz , wir ^ohen 
ahcr Heine Verafila^ sung an dieser Stel .t? tlefar zu bohren und wo- 
moqlich das ganzt Fundament der ,HhI tchkeitslehre f reizulei^en . Du^n 
ausge^prochen ungfjomet: M scVi f ormullerten Sati von der Treppa -^-yrmm 
wir in unsere Arfjumenl *' LonsbaBls auf, ""'r .den der Geometi^r 

begrignen ^ir nQtiz^llB mit psychologi; ^ . mit logischen - 

Argumenten, 

"'O Messung ^eigti Er ist (nahezu) caoppelt so he. le breit, Zur 

BegrQndung muBten wir aber an if-^r ^-^hcn genannten Stelle ein ganaes 
Stuck ticDfet bohren. 
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TEIUFMIERS zeigen di e Bilder15 und 1 6 . 





c) zwei Laae^bdgen - einer davon ftir den eiligen Lehrer 

c1) Der K5nig mufl nach gesahriebenem Gasetz den aller 
grosten Bauch haben (f lMchengr6flter TEIUFANER) . Welqh^' 
Mafle hat er? 

Der eiliga Lehrer 14Bt den Mathematikus von TEIUPAN hi- 
haupteni Der Konig ist doppelt so brait wie hoch. 

Stimint diese Behauptung? 



V^ir ^-^rfahren Mhnlich wia bei der Mueterung in b. 
Vf»rn i eichen den angeblichen Kdnig mit irgendeinem 
r/tn ow" T£IUPANER* -mser Treppen^ 
gaaui? r sogleic.; zur Folge, 
dafi d^-: b- r; he ^ ^c.aa:agende 
TeilrecKt 'c'i 1 grdfleren Inhal': 
hat a.ls das seitllch iiberr^tch^n^ 
da Tailreehteck II* Eina analoge 
Ubarlegung zeigt? dafl auch die 
"hdheren" t;; :i:nFANjER inhaltskleiner sind 



Wir 
"niedri^ 



X 









c2) Der weniger elTl^e Lehrer wird den zweiten Lesebogen 
vorziehen* in diesem wird die vorher mit der Kennlinie der 
TAIUFANER angerissene Methode dar kartesischen Darsteliung 
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elner Punktion theroatis.i rt. 

Wlr haben biBher "ab" niclvt (jebraucht. Ein© durchaua reiz- 
voile var'^ation der Unteirrich tsarbeit motiviert zunachst 
"ab" dureh elne PlattCdnlogerauf gabe i Ein Rechteck soli 
mit moglichst groSen kongruenten Quadraten gepflastert 
v/erd©n. 

Mit "ab*' kann dann der plMcheninhalt der TEIUFANER be- 
rechnet warden. Die Zuordnungi Breita Inhalt wird durch 
ein ParabelstOck im kartasischen Koordinatensystem dar^ 
gestellt, Ergebnis der gaichnungi Vermutlich hat das 
Rechteck, dae doppelt so breit wia hoch ish .\u^ ^V^n 
teilumf angeglaichen Bechtecken den ; < ■'*f'ten I n'^.Jt* 
(Arg amen tat ion wie in c1) 

d) Der teiufane Kanzler soli axtremalen Umfang" haben. 

Wir suchen Ihn mlttels das kartesischen Graphen der Zu=- 
ordnungi Breite ^ halber Umfang. Wir brauchan nur die 
obare Seite der Rechtecke uinzuklappen (s, Bild 18) 



Wir sehen^ Zu jedem TEIUFANER 
gibt &B umf angsgroflere und 
-kleinere- Die umf angsgroBoren 
slnd "niedriger'S dia umfangs'- 
kleineran "nbher". (Die ex- 
tira/nen Handfiguren lassen wir 
in Tuiufan nlcht eKiatieren.) 
Grund dafur ist w.tedar die 
1i2 Treppe. 




Qitd fS 



Ergabnisi In Teiufan muQ dfir Konig die Regierungsgeschaf te 
selbst fuhren. 



Wir konnea sogar bsgrunden, da3 der :<artesische Graph w 
Zuordnung: flreite halber Umfang aine auCateigende Str- 
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iEt. tJi€ Is'' *l'reppQnc»lgensGhaf t .ist leicht erkennbar* 

1 . 2 U^ani^ 

Genau nach dan in U 1 beechriebenen Methoden ergibt sich 
schnell dim 1 i 1 TreppenelgenBchaf t und daraua Bogleich 
das Quadrat als quermaflkleinstes und inhaltsgroStes 
Rechteck dieser Sorte, Teilumf angseKtremale UFANIER 
eKistieren nieht (der kartesisahe Graph d©r Zuordnvng: 
Breite Tellumfang ist cine failende Streckei 1ti 
Treppeneiganschaf t) * 

1 . 3 Me^ne^ 

a) im Nachbarland leben die AREMER, Ihre Erzeugung achil« 
dert die beigefagte komm^ntierte Bilderfolge, Im Linter- 
rlcht wird ain vorberei'^ 
tetar Foliensatz verwen- 
det- 

In der V^andecke steht ein 
Quadrat, dar Stammvater 
der ARi^.iNER, Eine MeSlatte 
wird an seine retihte Schulter 
gelegt ^ in irgendeinef 
Richtung * 

Die beiden schraf f ierten 
Dreiecke werden urfigf ^ :^^t 
und grenP.en einen neUen g;ij ig 

AREAKER ab, 

Viele AREANER werden so erzeugt. Sie werden, weil prganzungr. 
gleich, als inhaltsglgich erkanntJO 

'O Die AREANER werden mitteig einer Variants des jrundleg^nden Gnomon- 
satzes {Sat^ vom Erg&nzungsparallelogramm) erzeugt. 
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ljy[jMrh''l el 1 KfMirUnnf?}. 

r:) (\v^\\\c\\\ in? ^Jf r unf MnM'^ k 1 n urO AlUAfinH UUn- KonMi 
vrih ANi:ANf I ^i) , 

I nififTTi Vf M hfM fH ^ M* i M rfHif'riMat/ wild ran^;lt rlpr karto- 
ti Hcli** Af'KANKH H^Mit - 

Dlo Hochtf?ckr 1 und II nlnd 
inluil tBtj luich , Foi^ii 
45i ( u+h + M-cO . ) 

a I I a r q umf; n t lor t: . 

d) Wei iHf fir^jiini nchnr n**noral c|ucrmaBkl oinatf^r ) ? 

I) i 0 k (1 r I r ' n t e r bind urv i vd \\\ 
ti r npr un q d »m Koo r d 1 na t * m ^ 
fiy^fitomB ^ur llvi><?rbf^l wird 
ve r I fi nq t , D I ' ? B ymiiu * \ r\n \\ n <l 
^ItjncitonlM Bpria^jt ins Au<j«^, 
Klar? vii*r K^miq hnt auolv 

tUo Kinder f;oh(?n kaum olrw 
«,| .1 n d *i n j-\D c h s'. u b r ' f J r 1 i ndn n w^i r n * " - 



• O I) i e K i nd v r t r a n ^ |?f ; r r i r on i\ a t vi r U f h lU * » r> nt fi[^ r or:ht* nrin n T n i 1 5 1 r k cm ? 
in dLr ?ilf^ fl.ii^ Q^i/i'lt^'if if'in fich .uMdr^ri . Binduning i ^it ijarm unn^^tiy- 

n = O r f li f dt* fi L** Fif ' r i 

f r H a n n d i ?^ l?m f ;i ivj ^'j 1 i H « * r ^ >^ 
gu r* r rna fl V i q I c L t: h h r ti n ^ 1 h o n , 
:*ur B'^qrOndUTiq v«^rN(^nd*^ rr 
k' ) a * t) I a r o L n c n *' n i od r t <je fvn" 
ARKANKRj ont. av-rocdHJiid kvUin fClr 
"hahrro" ARrJ\Mr:R araumcMit icrt w»*rdr*n 

I) 7 ^//rf ?a 



"nij-dr tcjnrnn" himmm 



a L 




f 













1^ 





d4 



I'lnf Mf*n(Uri:nti fHnl.H-'fi" kiutf^ktt' H'^'UUiMiunM wir nioiit, 

rui l\\ .'l 2 \ ), del a 

t J ■ rfi *.'rh i ti dor l-^n fiz I 
diurh Paral 1 1 rn ch Md-c^n 
d< I » d i i 1 aru»n FrTUi 1 1 ii u ■ 
vL :n 1 t. i V. I t v/f'Tclf k ir n 
cr ji. MMit M ii n d I liyr 1 ^d . 




1 * 4 P'fi'ii'Mv'i 

a) Hiru KrKouijiind qc'Jiciuoht iniLLr^ln oi nfM^ B t ruck*} f est or 
l,aiuTr, uio indto Wandrcko n 1 nt| f:d^^ wlrcl ( LfH to ra nf^trd lo ni 



l3 r n 1 1 f J ' 1 15 h n ? 1 1 oh t a u '-^ w i r ^ e 1 n A 
Vicrtnlkrcis . Ijit f?r oin Viortel-- 
kreis? Kb tiauGrt oino Wiaic. 
SchlLfJfllich wlrd goF.chnn, daft 
dio RGChtGckt.* nur "urnqGdroht " 




^ D i c §p Rech teck yiTimu trio bn?= Of] I i ch n i i ui r M 1 1 1 a 1 pa r a 1 1 e L en riohiTie n 
tflr ohnc BegrQndungsverpucdi hiii, 



Via 



h) Anhand dn r kart^mischnn nraphon fUr die ^uordnunyi 
Orr^lte » lluhf^, Broitn ^ Inhalt wlrd dasi Quadrat als urn- 

Oil' lifHj riincliniu Htiltzt :ilch imt dun Ual^t Ulf^ Konnllnton 
dor QxirTirinn- , UmJ und Inha ! t nu l^'t^^^n-n llrqnn Bymm^^- 



1 n dc.i r o i c; h ii u n t j w i r d d a o Quadrat 
mil V irum 'MUudr Igurcn" DIAOQNER 
( 1 1:.^ in U ni f *\ n f / ii n d dam Inhalt n a e h 

Q u d d r t. ii in 1 n n rj q IvicYwB und o i n 
inhal tsyle iclK'n Rcchtock 2um 
Vor^j.^dch hnran und bonut^Gn 
dio K*mnllntfm aun TFIIUFAN 
und himmim . 
Hur Argumentation brauchun 6t/^ 26 

wir dio rrerinelgGnschaf t der GeradGn g boztlglich der 
Kurven K und H, Bezuc|ltch K nannen wlr don Sat^ vom Lot 
aly kdrzeHtor Verbindung. If 1 n^ichtl ich H kann auf 1.3c)ver- 
w i e so n wc? r d t? n , 




c) Wir suchcn den teilumfang0gi6f3ten DIAGONER (Kanzler) , 

Wir iar.Bcn dio DtAOONf-'R Funst^lndo auf dein rechten FuD rnacheni 



Bild 27 

Ohne Reahnung l^Bt sich damit wieder der kartesieche Graph 
der Zuordnung^ Breite Teilumfaiig ^eichnen. 



Durch VertaUBChen von Bteite und H5h^ kotnmt man aus keiner dieser 
drel Sorteii heraus. Bei den TElUFAhTERN iit das fretlieh anderi. 




Vormutlich ItJt dar djagunlHcho Kori^ltir doppait bo broit 
'Wtc hoch, 

Abpr wir f Indt^n schon wLtidor kolno genUgL^nci oinfacho 
cLoinentargOTinetrl nchc? BtKjrllnduny . 



*ioweit siah cukiidiBCho ParaLlQlitiit ausdrQckt in der 
Satzgruppe "Wlnkol an geschnl ttenon ParallelGn unci Win- 
keLsummen'% kann man gQclgnutG Poil-= und Kursaufgaben 
der KlUUnBchLfSahtt - kleine Dietanzen - auawahlen* urn 
die In don konstrufettveri L6s\irigon Gnthaltenen ggcme- 
trischen Tatsachen entdecken und f orniulleren^O zu lassen. 



2,1 Elm O^Ubut<ifmLii% im UMtl^g 

Von einem Schlff a aus v/^rdan 
die LeuchttUrma roter (r) und 
gelber (g) Sand in den Rich- 




gesehen. Zeichnie die Position ™ ~ 

dea Schiffas in die Seekarte 

ein (Biid 28 ) . 

1. Losungi Halten v/ir Ausschau nach gfseigneten V^erkzeugen 
2ur LdsungI Auf Pergament wrden mit dm VJinkelmesaer von 



'^O Wir neigen dagu , die gprachliche Formulierung von goometriSL-hen 
Sachverhalteri nach hinreichend genauer Kertntnis der Details fQr 
wenigcr wichtif tu haltan, alg dag gewahnlich geschiaht, und 
Ziehen das dedichtnis ontlastende grebe, aber fflr die Anwendung 
ausreichendt sprachllche rassungen vor . Die gange Eatzgruppe 
"Winkel an geschnittenen Parallelen" kann im Gedichtnia so ge- 
speichert werdent Winkei an Parallelen, die gleich groS ausechauen , 
sind gleich groB, Mmmo^eChniseh' noch besser ist die Aufbewahrung 
der" Inhalte im GedMchtnie du^ch flildertX (Scheitelwinkelsatz) i 
^ (Nebenwinkelsat^) I ^ CWechselwlnkelsatzi der auf den Buchstaben 
gesetzte punkt erinniirt an die Zentral syinmetrie der Pigur) . 
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a aus drei Strahlcn t|e:KQichnnt i 
die die cjogebenGn WinHol g in- 
schlleRen (Bild 29 ) * Dm Pcr« 
gament wird so auf die Seekcirtfi 
golcgt, daB r auf A? g auP C m 
li€3cjtni kommt und B ijanau miuh 
Norden zeigt* 

2, Lciaungi Ohne Purtjcim'^nt lokalisieren wlr gogloich sine 
Schwier Igkeit auf dom V^oge dGr Problemltisuny . Di6 gega= 
benen Winkel miiseen im urtbeMnnteii Punkt s der Seekarte 
angatrngen wurdun. Das golit gewiO nicht. Abar vieileicht 
kann man aie in den bihanntm Punkten r bzw. g geeignet 
antragen? NUtzt die Pragc? in welehen Richtungen e von 
r bzv/* g aug gesehen wird? 

Die alabald varmutete Betrags'' 
gleichheit der Richtungev/i iiJcel 
in g und b liefert die Idee tu 
einer einfaehen Ldsung dcr 
Aufgatae mit dem Winkelme^ser 
als Werkzeug. 

PUr den Fall "roter Sand*' frellich ist noch ein Teilpro- 
blem zu Idsens Parallele zm elner Nordstldlinia dureh 

Mit dem Winkelmeaaer als Wwkzoug gerat man mo an den 
Sachverhalt, den d^r Kehrsatz des Wechselwinke Isatzes 
ausdrUckt iund nutEt diesen ^ur Konstruktion , 

Unsere 2. LSsung hat ^echselwinkelsatz und Kehrsatz moti- 
viert"). Bie werden forEnuliert, urn wieder vergessen 2U 



a) Der •»komplDKe Ein^tieg'* ist aus psychologiechen Grunden gewahlt 
(ReiE als Motivj intwicklung dor Fihigkoit, komplejcc Saehverhalt© 
tu ^^nalysleren) , Lehrbuchschreiber befolqen aus Bequemlichkeit vlel 
liebet das Prinzlp dor lislierung d@r Schwierigkeiten und fgrtigen 
dementsprechand langweilige Sequenzen. 

b) Der wechselwinkelsatz kmn selbst bei logisch-systeniatischer 
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idi 



worden (si. Anniotkung Ubor liprnch 1 1. chti Formul lerungon 11 . 

2.2 Knciert si.ch dor Kurs ainoy uuT ainar GaradGn fahrnn" 
den KUstenBchlf Dia Kurs'winkei sind Btufanwlnkol I 
Mehr noch - die aittorliniQJn eior SoQkarto hulfen, den 
Saciwcrhalt dee Wi nkelfiummensat^cs ins niickfGld 
rUcken und auch auhon Boina Beyrunduruj ';^.u vurratiHu 
Man laBBG da^u Kwoi Schiffa untar vorschindenon Kurs- 
winkcln I^^t^^o und HiV^ q TaYit en . Wia kann dor Schni tt- 
winkol Y ^^der FahrBpurGn hm&-chn2.t v/urdun? 





































T 




























iiild 31 



(Die Seekarte enthalt schon die parallels Hi If sgoradt^ , 
die der Lohrcr sonst vom HlrmT'.al fallen IMBt) . 



wir schan auBgefuhivt rchimed U;* 'hs WtnkGldreiUeilung) , elne 
wyiturt? nennon wir: drchimediSQhc Parkotto {s.S.llSff), 

2.3 Bislang sind die Eintr.^.gungGn In die Saekarto allein 
aufgrund von Winkelmsssung^n erfolgt. Das dafur am besten 
gceignetc Werkzoug ist der Winkelmesser . Der Problern- 
kreis nollte nicht abgcschlosi.eri werden, ohne daS auch 
noch cinige konkretG Probleme gelost warden, die Ent-- 
Lerungsmesaungen bendtigen und im Zusammenhang mit der 



For teeit^urig dar Fu^note von 

Oriencierung als gnindlegenclt^r Satz (Axiom) ohne BegrOndung hinge- 
nommtin worden (KLiuivalenp, mit dem ubliehen Playfairschen FarallGlen- 
aMiomi Unabhangigkeit von den AKiomen der absoluten Geometrie). Der 
KehrBatE hingegen ist ein sat 2 der absol-Utgn Geomctrte, d.h, ohne eiri 
parailelena^iom beweisbar. In de^r Echule wird man solche Grundlagen- 
probUme ausklammern mQssen. Fur den unwahrocheinliehen Fall, daS ein 
Bewf^lsbedurfnis bestf^ht, well man etwa uber gewisee Halbdrehungen be- 
tretfende Konntniese verfugt, Harm der Zusanttnenhang leicht Herges tell^ 
warden, denn di^? Central symmetric der Z-Form in Bild 30ist auffallig. 
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Parallelitat Eigonnchaf ton von P^tra I IclagranimGn mtdQckQH 
und zur La^ung nut^en iaason. Wir filhraii hior nur oin 
Deispiol aUB und VGrwoisun im Ubrigon aut dan Problfim« 
kroi^ ''Schif Eahrtsprobicnio (2, Tell)". 

Ein Schlff: ^ahrt 6,5 ^ mit Kurs NSS'-O, Anfianga wlrd dar 
Louchtturm roter Sand in Hichtung NJ^^'^O^ nauh uinur JLuiuli^ 
in Hichtung N12^W gesuhon. Zcichnc die FahrBpur deu Hchiffe^ 
in die ScoKartG cin, 

1. Ldsung! ahnlich wle in dor 1. PollauCcjabG mit Porgament 




(Alteon Guwuhnheitcn foigend, wircJ dem wsut wahrschoinl tch zuprst 
eine .1. Losumj elnCallani Kontstrukt ion tiinee mim Dreieck res' kongru- 
ontvu Kilf sdreiucks auB 2 winkoln und dor eirigeachloBBenen Selte; 
dciru! LAngonObortragung. Konntruktirjnc^n dieser Art w^rdnn im nlichsten 
Pr ob 1 emk r e i b eh a ndo I ti . ) 



2.3 In einer weiteren Peilaufgabe geht es darum, den 
Schiffsort in die Seekarte einzutragen fUr den Falli 
da3 zwel bekannte Punkte (r und g) angepeilt warden 
konnen, aber die NordsUdliniG nicht festBtallbar iat 
(Kompaft kaputt, keine HinvnelBkorper sichtbar) , NatUrlich 
hat man elnen Geschv/indigkeitsmesser an Bord , fMhrt eine 
gemessene Zeit mit konstanter Geschwindigkeit mit Kum 
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nGton GroBon. 




1, Lnsungi mit Porgamunt aln 
Wo r k z aucj * D 1 o c h i f f nor to s 
bzw* Bind Bchnoli 4u flndun. 

^, LuBun^ji 'iiii i^irkui uiid airuMii 
"fc!iripa0iinoai" , aui clnm din 
StrGCko [ Bs* i vcrmerkt iBt 
(B, Bild 33b)* WeitorgohGnde 
Korintnisae aus dor Geometric 
si mi hiGT erfordorlich (aun 
dor SaUzgruppG der Kraiswinkal^ 



3, Losung: mit Zirkel und 
LinQui, Dor Leser findet eine 
Ldaung nach dem Ublichen Re- 
EGpb J orst oin passGndea Teil- 

dreiock iKQmdm auf der SQekarte ^^'/^^ ^^^i-^ 

2u konstruieren. ?Am Schlufl mufi die Figur aber an den 
richtigen Platz in der Seckartc gGbracht werdenp 

Ein Vorgiaich der 3 Losungen ist instruktiv* Insbosondere 
zeigt sich# dafl man die Aufgabe nahegu ohne Kenntniese 
aus dor Geometrie losen kann, falls Pergament zur Losung 
verwendet wird» 




3, landm^^pKobtmQ, und KonQM\vnt^o.izii 

Vor dem Problemkreis ^*Schif f ahrteprobleme (2, Teil)" 
sollte ein Stuck "heronischer MeDkunst" behandelt warden, 
weil die vornehmlich Dreieckskongruenzen nutzenden Ver- 
fahren dort und im weiteren oft mit Vorteil Verwendung 
finden, auch weil die KOngrucnzsatze sine haufig bQqamQ. 



1 1) 4 



y 1 



unci dunchhhht igi' liuWf i nj}roi^u<lur oiiiukj 1 i alinru 

wlr buqinncn miti Prohicmon dor Monnung un^uyany lichor 
Strackon unci Wi nkol (H i nclorni eauf c|aban) . Unncro Uisungon 
s^oigon dio busondercj Rol In konqruontcr und b<*i tn^if^fitHb- 
lichur ^olchnuny ahnlichor- ) Dro I ucku . Zur boMung ^ewiBBor 
iMilcimonproblnmr^ rnun n nnupri VorrcilirtMi ^ur llurj^U^nuny 
k o n y r 1 1 n n t o r P r a i 1 1 c k q q r f u n tl g n w i ' r d a n . Kin ^ u o .1 nesni D r o i. 
ock koncjruontufi wird JuLv^t auu drul ynolynetan fstilckon 
(Strcckeini Winkol) dirokt zusammcmyobaut ohno oKpll^ito 
Angaba elnur K-Abbildung. HoraUGprHpar iort wlrd aln 
Stuck ThooriG mlt den KongruenzBfitiecn fUr DrGioake als 
Ko r n , 

C 

Losung im GolandQi 
Drehung das vGrtikalen Droi 
ecks urn ab in dio Horizon^^ 
talebeno* (Der Schornetein 
Ibcl wird umgelegt gedacht) 
Der Winkel cab und der 
rochte Winkel sind zu 
ubartragen* Die "Stand- 
strecke" labj bieibt. 

am 3^ 

[be" J kann nun leicht mit 

dem Meflband vermessen warden. Wegen l|bc-l - llba| hat man 
die gesuchto Schornsteinhohe gefunden. 



-'^ Diri dabcii vGrwendoton Khnlichkeitstibbi Idungen mQsBen dteser 
Stolle nicht anaLysioft. wcjrden. Die Schulur sind daran qo- 
wohnt , ?,oichnungen von der Tafel mit veranderttjm m&^t^h im 
Heft Ku abertrngen. 
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i, ^ llu.pMiiUkr {mi t dc'i ihithn.mpe vvAnw^bvn] 

Am Uff^r stohend z iolit; man don Hut Ruwnit: inn C;eHiehL^ 
hts sein Krnnipcinrand niit dcm yugunUbc^r 1 1 ngondon UU^rr 
v:ur Dockuny kommt * Danach niacht nmn ainu Bchw^nikunq iiin 
90^, nwrkt Bich dio Lstnllo am Uforp di^' df;r Krninpu nr nnd 
jctv^t anzo Iqi; ,und nnhrcvllot din Rntrnrnung ^ui dinnnr 
Stt^nt? ab, Boviul. BchrlLto ist nwah dor Fl.ufl hl:c^LU * 



Wiu I any ioL 1 be | ? 

Lq B u ! 1 g ■ a ) d u r c h S p i c y e 1 u it y n n d □ r A c h s a ah ( D r a h u ng i m 

Kcium urn 180^^ um die Drnhachsc iib) i libel = 1. Ibc'-'l 

b) durch lialbdrchung (in dor Ebonu) um a: i 1 he | ^ 1 1 b'-- 




3,4 Die Beiapieio 3-1 wcrdQn zweckmdfBig durch Messungon 
im GGlando erledigt, Dabot hat man unzugMngltche Stricken 
dureh eKpllzlt angegebenG K-Abbildungen in fUr Meisungen 
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boqut?mQ Layon gubrticht* Plo K=Abb 1 Itlungwn WE'rdan jodoch 
nioht nach ihrcr DafinLtlon durchge^Uhrt vrcigiin der Ilindar-' 
niBse, f^tahfcdessen nut?!t: man uln nouui^ IRaP St lungs ver- 
Cahren ftir kongruontD DrGic^cka ('/,UBarnjn^nb^it4 aus gOGignoten 
drGj StUckon an gawtinr>cht:or Slrjlloi wac|c>n dcs Wl nkolnumjnnn- 
BatT^vB ftir Droincka glbt ofi niir vlor TOg iichkaltcni bhsi 

N o c h f ! u 1 1. i a har 7, v L g n n d i. c f Q 1 g c.i n d n n Be i B i, o 1 d 1 c F' e n t - 
1 og u ng von K h n 1 1 c h k n i ts abb 1 1 du ng o n d u l^ oh D r e ack e . Wi r 
provo^ieran jotzt {maBHtiihlicbQB) Zoiqhnq^n .im Hart, Donn 
wlrd moist keino rachte M5gl:lchkGit ^mk'^\^^^t\f dic^ Abbil-' 
dung doe Itaumcs auf die rccht willkUrllch gc^Hhlte %Kix- 
chcnebeno nxplizit an^ugeben . Man vcirspii^,t: auob koin Ba» 
dil r f n i R / d 1 a n be v. (1 g 1 1 ch o Obcir 1 ng ung u n t:a H on ? well 

dlo rejstlcgung - r MhnlichkGitaabbildunq dqrch ein Drei- 
eck geschehen kann^ das in der Xeicheni^beM EUsamniGnge-=^ 
baut wird. An die Kongr uenzsMtze fUr to€l^-ak€ g©rSt man 
ao 7.v/£ingsl>^uf i g dui ch Ldscn gDwiasar I'^XcIrneBsproblGnie , 
DGUtlich erkannt wird auch ihr Charaktev a Is (wichtige) 
iixiatenzaMtzo. Sio sagen nHmlich ausi H^fc iman einem 
Dreieck ein anderes aus droi entsprech^n^ ^laichgrolBen 
Sffickpn t^msammf^ngebaut, dann QXUtJpH.t min^'astens oina K- 
Abbildungi die das oine DreiGck aui d^^s ari^ere abbildGt, 
FUr dGH Fall nlchtglnif?i)SchGnkliger Dr^^ifiOk^ folgt noch, 
die vormittelnde K=Abbl Idung iat durch dicr Dreieeke so- 
gar (UndeiLtLci feat gel eg t . 



i . 5 f fani cn.5 ci /i e A tx a b - 

Jhie kann man boispielswRlse 
die Ent f ernung gweier Kirch 
tUrmc , k^ bGStimmen^ 
ohnG die StraRe S zu ver* 
lassen? 

(Vermessen werdon die Stand 
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Btroako auf B unci din mark i *jr ban wink*)!) 



3 .6 Ttc^cHm(^^4*UH(] [nn.t lihideAiiUhi'n) 




3.7 RmmdiAQOnahi Q.inU OMciM 



1 ( cb 1 - 




(eventuell ohne WaBstabsanderung) 

3.8 Wcitero Vermessungsau fgaben (vor allem Pe ILauf gaben) 
flndut man in den Lehrbuchern unter dor KaplteiabDrsehr Ift 
"Trigonometrle" , Land- und SGekarten sOLlten ganutEt wqx= 
den. Ein Ausflqg in die Geomotrie auf der Kugclobcrf IMche 
bringt viel Einsicht in die besorideren VQich^itnimB^ der 
eukiidischen Ebene durch vef gLeichende Betrachtung (Langan- 
messung^ Richtungsangabeni pGrmanente Kursanderung bei 
FlUgen auf kUrzestem Weg, ncuQ KDngruenzgatge , Xhriliafi» 
keit s Kongruenz , 
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3*9 Aueh AusflUge in die GeschLchte der Matheraa^ik hab^n 
ihra Ral^e, Wir v^Shlen als din uni 530 w,d. ^ei-t- 

Der Tunnel imt von belden Enden 

a und fa hat voranEtitretbsn* 3n ^ 

welchen RlchtuRgan von c und b | 

aus?^-) 1 

Dia Seiehnung leigt die hiite-^ j 

rische " Inganlcurlfisung" . DeS 1 

larg wlrd 'von einefn reehtwinR^ t 

ligen StrackeiSizug von b nmoh e ^ 

umfaflt, dtee'em Sttecken-- t 

2ug warden die KattietinlMngefi f 

MaflitHbllche ^aiehnung lie- ■ 
faxt die Lasung dar ^ufgaba. « 

i 

W ^ 

4, SaW^^diA46^iiob£€me (3. Tail) 

Boctsfahxt auf einem Btront# spiizi^rgang auf eiriom Satilf J 
etc. - das sind dla ©rigipftrcn phyiikalliahasi ^robleWr 
daxan Lbsung in den einfachstiri PaUen (konstarite Ga* 
achwlndigkeit naeh Betrag un<l Bichturig) Parall^lQgFalwn- 
gitter and Schiebungan dea Gltters auin^t^in Umd die 
grijndXeg^ridan Xhnliohkeit^philnoinene ins Blic3?f&ld ruckBiit 
Wir brlngan einige A^ufgab^n J^it ihrar L^aungcn, in dcnen 
dai physikalieeha UnabhHngigHeiti-' urd Reiat ivi tH tiparin* 
^ip fUr Bewagungen varwandung f indet ^ 

Wid steuert man eina PMhre zur Anleg^atelle am g^giniibar** 



'O Eunlchst wird man alie Punk^o Ct u , w, y, 2 «uf glciqjior 
H5li© annehmen. Pie dreldiine^ilonft le v^eraalgemeinerung lt«9t 
der Wand. 
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llefendeii Fiu0ufer? 

Das ist ein© ^anz oCfme Problcmstellung* Die SehUler 
mttsi^n Sehvierif keiten aehen, das Problem durch **ver- 
niSnftig©" Bedingungen allinMhllch alngrenien* bevor iiber- 
haupt minm hinr©iehend elnfaehe Ldsung arwartat werden 
karin, Di^st Afbeitiphasc aollte dar Lehref den SchUlern 
nleht VQranthalten, 

Himx hat man vi©le Sohwlerlgkeiteni dan ortsabh^ng if 
^trieb^ die mttgllche Variation der FMh«ng^Schwindi9* 
k€tt nach Batrag and Kichtung, das tatsMghiiehe Man5v- 
riexen in dor Nahe dor J^nlageEtailG ote» 

SchlidOliah hat man ilch olne Aufgabo mit ©inigtr Aus- 
ileht auf Wsung suraGhtgemaeht, 

Flufibreite b ^ SOD m 

Abtfleb ttifn (iiberall auf dam Flufl) 

Fahrt in vorgagehenf^r Rlehtung (Kurswlnteala ) mit konstanter 

Elgerigeschwindigkeit vpg s aso 

{venr\ au€h die Pahre mo tatsl^ehiieh nlcht fMhrtP*) 
Wo orreicht dio rahro das geqenUberXiagando Ufef? 

Zw Laeung muO die kontlnute^liGhe Bewogung zorhaekt v#©r- 
den. Nur "tHquidistante" Eoitpunkte worden herauigegrif fen, 
Qmr rcHhr^nwag auf dom Fi,ufl rcsultiort auB zvoi nachein** 
ander auagefUhrtton Bowecjungeni Fahrt bal ruhondem Wasseri 
danach Korrakturi ftbtricb bel ruhendGin Sahlff , 

Oie Kongruyni dot Dt^uitidke iet Grand dafUr, datt die re- 
aultieroiide Bahn geradli^ig lat (Vorfoinorungon des Gitt©ri 

^0 "aoBief^" (praxiHriAht!ro) ^ufcjabon %^ordf*n ipator in einem der Ana* 
lyaii ssu^j^ordneton PrablimHrela pr**l2l§lGrt und geldat warden mOasen, 
Prailichp NMhortmg8l6^ung©n - i. fQr den fall ortiabhingigon 
triebs aind auub schon an dioaer Btolle leleht finden ffiit dar 
oben axpUiierten Mothcjdo, 
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Deshalb braucht man nur das 
Dreieck are (ader das Pa- 
rallalograinm arst) lu 
lelehnen und findet damit die 
Fahrspur der Fahre, 




riationeri der AuCgab© leleht 2u flndani B* gegeben 



51 
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4.2 Emiai^m hSAz^tm ItM 

Ein MOtorboot H soil a in Im Flufl troibeiides RudaxboQt R 
abfangen * 

Vllr grenien Mar legleleh gin* 

M soli auf geradar Bahn mtt Vellgas fahraii (20O j^^) • 
Oar totrieb beuagt SO , 

Weitore Daten brlngt dai Slid 
(a Ort von M vor tof ahrt i 
b Oct von R toei tefahrt wn H) 

aid ^2 

Zur Lttiungs Ohno Str^munf fUhre 
M geradewegi von a naeh b, Dlese 
Dahn ist wegeyt des Abtfiebs lu 
korrigieran (fl< Bild 43 ) , 
(KQllision dtf baiden BDote iT\ t). 

H^uniere Fahrenfahrt hafc unii damit auf ^in© Idfle gebrflcht, die 
bekfinntgn Boweiioii von MhnllchkQltisatien fUi Drel^eke im 
kommensurablen Fall zugrundaitogt. Im Obrtgor #rlnnern wlr una 
an den Biktm von der Tcoppa im Probleffikreia "ejctremale Roehtioki 
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Frag^n hinterher - die SchUler sollten sle st^Llen! 

a) M will mit Schn*-'jkentempo fahrerii Kann danii R elnge = 
fangen v/erdan? 



b) Offenbar h^tte M R auf kUrzere^ Weg einfanqen konrien, 
wenii as naeh u gefahren wMre und dort gevartet hMtte 
CElnfarigen in tangGA^ Zeiti Bild 44)* P^ie muB die 
Eigengesahwindigk^lt von M ge- 
wHhlt werdani um R in kUriester 
Beit auf kUrzeetem Weg einEU^ 
f angan? 

Die Lttsung beniitzt wieder die 
ZusammensetEuiig zweiar Bewe- 
gungGn ( Paral lelograinmregai ^ 
Bild 44) 



c) Man schrelbt M die Fahrepur 
voi^f nicht abcr den Betrag der 
Eigengaachwindigkeit , Welch© 
Fragen ergeben iich? 




s 



Wir merken WGnigstens rioch an^ daO din VerMnderung der 
Ausgangsdaten eu Fragen der l^isten2 von Ldsungan fUhrt, 



4.3 Schma cuL^ KoUUionhkiLft^ 



Wir wechseln die Szeneria? begeben uns aufs off ante Mear 
und beginnen mit einer besDnders einfachan Aufgabe, 



a) In Bild 4 5 Bind die Fahrapuren 
zweier Schiffe^ ihre Anfangsposi- 
tlonen a 



a^ und die npBchwi ndi g-" 



kaitv^ = ^* Schiffas einge^ 



tragen * Gesucht ist 



so, dali 




sua ^5 
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die beideii Schiffe in Z zusammenitofleii, Losungs 
vorheriger (hilf reicher ) Eingabelungsl5sung (s. 
wird eine "eKakte" Loiung gesehen* 
(BlLd 46 ). 

WiedEerure imt ein Xhnllchkel ts- 
sachverhalt (Strahlenaatz) 
erfaBt und zugleich die Idee 

einar moglichen BegrUndunf 
mit Hilfe kongruenter Drei- 
ecl^e (inf\ kDn^enaurablen Pall)* 

b) V^ir variieren die Aufgabe (s. 
Gegeben Bind jetzt die Anfangs- 
ppsitionen und die Geschwindig- 
V ^ L Gesucht 1st 



Nach 
S. 72) 



keit v^^ und 
der Kol 

das auf etner Geraden fahren soll^ 



der Kolliaonskure dee 2. Schiffei, 




Eine einfache Parallelogranunkonstrukt ion L6st die ge- 
gebena Aufgabe. Wir durfen das dam Leaer Uberlassen 
nach Hlnv/eli auf 4*2 und 4*4. 

Vi^l EchwierLger ist di^ elementairyt^ometriacJio LSeung dee folgenden 
Problems^ das wir dem Leser tosung^versuctien Qfferl#ren; 
lin SchiEf fShrt mit dem letrag nach konetanter GaBchwindig* 
kell V auf einem KreiB urn ein nicht in B^imm Mittelpunkt ruhen- 
das SehrBf B^. will torpedieren* D«ir Betrag der Torpedoge* 
sehwindigkeit |v ^| ist bekannt. In v/elche Rlehtung mufl geschoisen 
werden? 



4 , 4 E^ite ett^e/}ia£aa^gabc 



2wbL Schiffe fahren mit dan 
konstanten Geschwindigkelten 



v^. Bekannt sind 



auch Ihre Anf angBpositionen 
(s. Bild 48) 



0 ^ 
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Wann haben die Schlf fe kleinsten Abstand voneinandar? 

Eine elegante Ldsung nUtzt die Relativitat der Bev/egung 
entscheidend aus ^ 

Das Problem witd gtintehst speElalisiert'') i ruht, nur 
S2 fMhrt, Die L5sung 1st in dieeam Fall triv^ial* Im 
Punkta b (LatkonstriiktiQn) 
ist die DistanE dex Leiden 
Schiffe minimal (Biid 49), 




Bild ¥9 



A^llgemeine LSiUngi 
Die von der ^eit aihHngige 
Distani der beidsn Sndert 
iich nichti wann die ganze Ebene einer Translation untar- 
v/orfen wirdl* Diese rranalation wird so eingerichtet, dafl 
seinen Ort nlcht verandert, Die resultierenda Bahn 
fiir ergibt sich dann aua deni deschv/indigkaiteparallelo^ 
granun (Biia 50 ) . Die Lot- 
IcQnstruktiDn aus dertt Spe" 
zialfall wird jatzt anwend= 
bar und liafert den Punkt 
bp Dann wird das i^n Blld 
schraffierta Paral lelogranun 
ga^eichnat* In aeinan Eck= 
punktan c und d haben die 
beiden SchlfEe minimale 
Distant. Dae 1st der Fall 




B ltd 50 



Seltci nheiten > 



O ieim problemlSs©fi Mufig an^uwendende Method© 1 erst LSeung einiger 
Spezialfaile» dann Versuch^die spesielLen LasungBverfahren 
ausEunutgen ^.u einer aUgemeinen L5sung . 
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5, UXtrnd^obtmo. uv\d gxptmcle. Wage 
5, 1 Bin Ma^pfLoblm 

Das folgende Elnstlegsproblem let zwar wenig praktiach, 
ab^r Ubaraus raiEVoll. Dim Arbeit an ihm koim^t den gpS-^ 
taren Traf f probleman bmim Btllardspiel aahr zugate. rhre 
Ldsiingan brauchen ^am nlcht rnahr vom Himmal zvl fallen, 

Bild51 2eigt einan rechteskigan 
Billardtisch mlt den MaSen 
5 und 7 LSngenainheitan* In 
den Ecken 11, III und IV" be-- 
finden aich L5aher * Die aua 
dar Ecke I eingaachQaserLe 
Kugel veriafit den Tisch naeh 
9 Reflexionen an den Ban.den 
in der Ecke II, 

T 

Aufgabei Zeichne die Bahn der 
Kugel auf ainem Tisch mit m 
und n Langaneinhaitan und der 
EinschuBhoha h Langeneinhelten 
(m, n, h E (N; n f ra^ h <^ n) i 
Verechwindet die Kugel ^iedar 
in ainem Loch? Anzahl der 
Reflaxionan an den Banden? 

th 

Die Aufgabe wird mit bestiminten nattirlichen ZahXen in 
Gruppenarbeit geiast. Die elnielnan Gruppen erhalten Ar- 
baitskarten mit Artaeltsanweiaungen , " ) . 

Danach werden die irgebnisga der Gruppan gesairanelt* In 



yO Hir Eeichnan auf karlertas Papier, ergparen uns WinkeLmeisungen 
und machen damit aueh einen irstin Schritt auf die Losing m, 





ll5 



1,02 



alien FMllen wird beobachteti 

a) dim Bahn dar Kugel arieugt stats ein RauteninuBter 
auf d€m ^iich (am Rande Halbrauten) , 

b) die Kugel varschwindat itets in einer von der Ecke I 
verschiedenan Ecke* 

(Warum nia in Ecke I?) 

■ 

Perner erhalten wir eine ZuQrdnungstaf el flir drei Funk- 
tioneri L, B, A der drei VariabLen m, n, h. 



Tiachlinge 


Tischbreite 


Binechu$hohe 


Anzahl der 


Anzahl der 


AiiStrittS'" 


n Einh€tten 


m linheiten 


h EinLheiten 


Ref lexionen 


R#£leKionen 


ecke 






an Langs- 


an Brelt- 


A (n,!n#h) 








selten 


seiten 












B (n,mih3 




5 


3 


2 


4 


1 


II 


12 


9 


5 


1 1 


4 


IV 


12 


9 


8 


2 


1 


II 



(Der Laser mag sieh lelbst elna genUgend umf angreiche 
Varniatungen provoiiarenda fmteX herstelleni) 
Verniutungen aufgrund der taballierten Ergebniesei 

c) Kaine der drei Funktiona^ hMng^ von der Tleehbraite ab, 
FUr tailerfreinde Zahlan n \xnd h gllti 

d) L(n,h) ^ n-1 
BCn^h) ^ h-1 

e) L(n^h) und'BCnih) alnd ni& augleich ungerade Zahlan, 

f) A wird durch die Wertetafal beEahrieben 









LCn^hT^'*'*^^ 


gerade 


ungerade 


gerade 


III 


II 


ungerade 


IV 





g) Allgemaln gilt ^ueh fUr nlchtnotwandig teilerfremde 
Eahlen n und hi 

Anmarkungan zum NachwaiB da* Varniutungan! 

1 lO 
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zu a) Sine ^btaildungBgeometriach© Argumentation verwen* 

det folgend^ SMtzai Die Verkettung mweier Spiagalungen 

an parallel^n (senlcrechten) Geraden erieugt eine Varschia- 

bung (Halbdrehung) *' Varechiebungan und Halbdrahungen 

UberfUhran Oeradan in parallale Bildgaradan, Dia ant- 

eprechende euklidisahe Argumentation stUtzt sich auf 

SMtza Uber ^inkel an geschnittenen Parallalen* 

EU b) In der Ecke I kbnnte dar Ball nur verschwindan, wenn 

ar nach irgendeiner ReflaKion seina Bahn rUekwMrts dureh- 

lief a. (Warum tritt dae abar nia ein?) 

zu a) Man Oberlege sieh die Wirkung einar Dehnung das 

Tiichaa in Richtung der Braiteeitei 

zu d) bis q) Bild 53zeigt (in jadem Falla) i ein MaQver- 
gleich zwisqhen der Einschuflhtiha und der TischlMnga ist 
Schliissel mm Veratandnis, Gaaueht let daa kgV(n,h), Da- 
mit iat nebpnbei noch ein g 
originelle^ Algorithmus zur Be- 
stimjnung dag kgV zweier Zahlen gefundani 
12 
- 9 
3 

+ 12 



15 



6 

4 12 
18 
- 9 



Aus dar Rechnung folgt i 
4 * 0 * 3-12^ kgV (9,12) 
<Der be± der Rechnung auf- 
tratende kleinsta von Null 
v©rschledene Rast iat der 
ggT dar beidan Zahlen? hier 
ggT<9i 12) ^3) 



SM53 




Wir aehen jetzt unrfiittelbar : 

(1) (L(n,h) +1) ' h ^ kgV(n,h) 

Abar - die Auswertung dar Wertetafal brachte die Vermutung 

n 



(2) L(nih) ^ 



1 



ggT(n,h) 

So garaten wir an den hUbschen(und wichtigen) zahlentheore 
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tischen Satis 

(3) kgVCn.h) • ggT(n,h) ^ n-h (fUr alls n, h e N) 

Stintfnt diaser Satz, dann ist uneere Vermutung beEUglich 
der Funktion L abgasichert. Aber welche Grilnde kannen 
wir fUr das Gelten dieses gahlentheoretischen Satzes 
vorbringen? 

a) Dex kundige Leser wird wiaieri* daS mr damlt dem Teufel den 
)cleinen Finger reicht = oder er wird lich mit eintr "Billardbe- 
grandung" begnUgen* Weil bei vorgegebenar Tischlinge und linschufl- 
MhQ die Anzahl deif Reflexionen an den Banden nicht von der Langen- 
elnheit abhSngt* roit der die Tischlinge und Einaehufihahe ganzzahLlg 
an^ugeben sind* gilt; 

(4) LiZ^n, Z'h) ^ L(n,h) fQr alle Zf n^ hcN 
per I '^er aberlege selbetf wie diese of f eneichtliche Invar ianzaigen 
pchaft von L zur legrQndung von (3) verwendet werden kanni 

b) Die BilLardaufgabe imt vorzuglieh gum Einatieg in einen den Mafi- 
vergleiahen gewidmeten Probierakreis verwendbar. Ein MaSprobleme be= 
treffender Aufsatz des Verfassera erscheint demntchet in dera HU- 
Befti problemoritntierter Unterricht I (Klett=Verlag) 

5.2 Sto&pioblm^ {cul£ ntc^htzMgrn TUahm) 

Dim Kugal im Funkte p soil die Kugel in q naeh Reflexion 
an gav/issen vorgesehriebenen 
Banden (zantral) traf f en. 
Die LBiung das einfachsten 
Stoflproblame hat achon 5 . 1 
vrorbereitat 

DW Zlelpunkt iit qS^ (der 
Bildpunkt von q bei Spiage- 
lung an der Geraden A) , 
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Die stoflende Kugel soil erst an der Bande A, dann an 
der parallelan Bande B reflaktiert werden und d^ftn^ch 
treffen. Die Loaung ist aus der folganden Zeichc^ung 
zu antnehmen* 




S-S bezeiehnat die Verkettung (das NaGheinand^JtiiUif U>iren) 
B A 

der Spiegelungen und danach S^, Zielpunkt jet^t 

Variation dar Lage der stolBenden Kugel (g) liOt die 
Schtiler varmutenj Der Zielpunkt kann erhebllch ©infacher 
gefunden werden* Von q aus ist ein Pfeil zu aeichneni 
eenkracht zu A, doppelt so lang wie die TisGhbjf^ite mit 
Richtung auf A hin. Die Spitie das Pfeils weist a^f dan 
Zielpunkt, Das sind aber die eina Verschiabung kenn- 
zeichnandan Eigenschaf ten* 



Auch im Falle# daS die Kugel in p nacheinandar m ^wei 
benachbarten Banden reflaktiert werden soil, bewoi: ile 
auf die Kuqal in q trifft, ISflt sieh der ZlalpUi^kt achnel-' 
ler finden, 

is gilt nMrnliehi qS^S^ ^ qH^ 
(Zielpunkt ist der Bildpunkt 
von q naGh Halbdrehung um die 
Ecka ei bezeichnet die Halb- 
drehung) 



»3 Wer li^bgr mit der Verkettung S S arbeiten mdchte, miX an 

der Bande A reflektiert werden bq11# kann die "umkehrback^it 4es 
Lichtwegei" ausnutzen. 
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(Beim Billardspial auf elnein Dreiackstiech garMt man so 
an die Varkettung zweiar Spiagelunfen an awei itch sehml- 
danden Achsen eu ainar Drehung um dan Schnlttpunkt der 
Achean. ) 

GleitBpiagelungerfO argabensich auf natlirlicha Weise, wenn 
Raflaxionan an iwei parallelen Banden und danach an einar 
dazu senkrechten Bande vorgasehrieben warden. 

5,3 T^e^^be^e^cfie 

Verketteta Spiegelungan wenden wir an ^ur Ermlttlung dar 
Tref fbaraicha bai ReflaKton an vorgeschriabanen Banden 
and falter Laga dar atoBenden Kugel 

Baispials Dim Kugel in p sell nachainander an A, B und C 
raflektiert wardan und danaeh die iweite Kugel traffen. 
In dar folgenden Zeichnung 1st der Treffbereieh echraffiart 
geaaichnat. In ihm mufl sich dia zxx traffende Kugel auf- 
haltan. 




5,4 AnmGAfeung zua T/teo^te dm K-kbbUdmg^m • 

Die reizvolleren Aufgaben aus dm Problemkreia BlUard fehlan noch* 
Wlr kdnnen aber hier einen llniGhriitt maqh^n und tin eretes Stttcfe 
"Thoorie der K-Abbildungen" aus unieren liUayd- und fmldm^ptoh'Lmm 



*0 Die Vtrkettung einer Schiebung mit ©iner Spiegelung an itner 
echiebungipfeil paraUelen Achie ist per Definition mim GLeit- 
ipiegelung • 
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und ihreh Ldsungen herauipciparioren, Wir such«^n Ub^rhiicK abet 
unsare bieh©rigen Kenntnipse mm dem Themenkr^:ii '%mqrMm^" 
gewinneni verallgemeintrri^ systematiBieren, d»S iflA'^venp lenken 
unseren BlicH auf BegrOndungigueannnenhinge , mnife^^ilen Interee- 
sieren una aber Ausweitungen des Problenikrets^a '"SiUard" mehr * 



Wir untarsGhaiden rlicklaafenda und rwaiMSende pario- 

dische Bahnan. (In den Eeken das Tisoh^i idird dis dort 

ankommande Kugel verschlackt * ) RUcklauff^ind e Bahnen sind 

beim Rachteckstiach Trlvlalfaile (s. MIA 58), 

Dia einfachste rundlauCsnde Bahn ergltol^ ©ich bei Etn- 

schua parallal einer Tischdiagonal#n (i. BiW 59). 

{warum?) 




Wie findat man waitera rundlaufende B^hnw mit p als An' 
f angspunkt? 
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5*6 PeJUodLUtho. Bahnm {aai nlck4;LmhU(LUQm7lsthm] 
Wir weiaan auf einiga M5gllchk€Lten Kin. 

(Nun warden nicht nur Halbdrehung^ii and Schietungen durcK 
Verketten iweier Spiegelungen eriaugt, soriderii aiaeh an- 
dere DrahunganJ RUcklaufanda Bahnan bei gleichscherO^^ 
ligen Draiecken geben inibasoaderc dsii folgendan Fra^ 
gen AnlaSs 

a) Wie grofl mufi der Baiisvlnkel aiiiis gleichschenkllgeri 
DreieckB sein^ damit eine Bentereclite von der Baals abge^ 
schoasana Kugal nach n-mallg«r Banaenspiegeliing Benlc- 
recht auf einan Schankel trifft? 

b) Wie grofl mu6 dar Baslswlnkal ainas glaiahseherik ligen 
Draiacks sain^ damlt elna seiikrealit von der Basis abga- 
schoasena Kugal nach n-ntalig€r Banaenspiegelung paella 1 
zur Basis veriauft? 

a) In walchar Be^iehung mtissan Bastiwinfcal und AbschuB- 
winkel stahen, daniit nach mmallgat Banaanspiegeliiiig en 
dan Sehankeln, die Kugel senkrecht auf einen Schenkal 
trif ft? 




Sehieflt man helm glelehseifcigen Dreieck parallel zu einer 

r2Z 
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Band© eirXf so entsteht oin rundlauf cmder Weg. Elne 
Scherung (paralloie Garaden gahan dabol in parallele 
Ubar) brlngt darauai Qinc?n olge^ntUmllchon (affinen) 
Sachvr?rhalt - don ScWu»ftmfj6^afz von TlwrntQ^n - am Lichti 
Bewagt man sleh in oinem (beliebigon) Droieck parallei 

don Droiocksseitcn, so GntntGht t^in geechloBsener 
Weg, 




Die Prage nach Vierecketischon^ in donen einfache rund- 
laufende Wage eKiBtieren^ fUhrt uns Uberraichend m den 
Viereckan mit Umkreis und damit in das Fold dor Krais- 
winkelsMtze.-) 

5,6.3 iOiU^tUthQ}"'' ) 

Die rundlaufenden Bahnen liafern dia Stornvielecke. Die 



*0 problemorientierter Unterrtcht ist innner in der Gofahr auszuufern* 
Dom muB der Lohrer durch Ausgrenzungen begognon. Das failt ihm nteht 
schwer, wenn er andereartige Probleme auf Lager hatj dlo ainen 
neuen Problemkreie konBtituieren. im ichon erwahnten MU-Hefti 
problemorientierter Unterrleht II {Klett-Veiflag) wird aueh ein 
Aufeatz Qber KreiBwinkeleatze erscheinen^ 

-**0 Schon dai elnfachete Tref fproblem - nach einmaligtjr Reflexion - 
soil eina Kugel in p die Kugel in q 
treffen - ist fGr Kreietir.ehe nicht 
so leieht 2u Ifiseni eofern man von 
Eingabelungen ale Ldeung abiieht* 
^Billardproblein deg Arabere Alhazen 
urn 1000 n,d.Zeitreqhriung) , Eine nicht- 
triviala Ldsung fOr gleichweit vom 
Mittelpunkt des Kreistisches ent- 
fernte Kugtln zeigt Bild 63 
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regolniMfligen Violecko sind davon 
SonderfMlle, Daa lot wiodur cin 
Problem doa MaflVergldlchB . (Vcr- 
gioiehQ 5.11 inkomittonBurabill- 
tats-f Rektitizierunga" und 
kel-Linaal-^Krei stcilungBf ragen 
sind spater in oigenen Problem- 
krelsen erledigen,) 

Olid 6^ 

5.7 ExVimcLtji Wege {aa^ dm SpuAm Fmna.U) 

Beim Billardepiel hatton wir biilang die Wlnkelbedingung 
fUr die Reflexion an einer Bande im Auge, Jmtmt werden 
QXtremale Wego geaueht und dar Zusammenhang mit Spiege- 
lungen hergestellt (Fermat) . Dao gibt eine sehane Problem- 
katte • 

S,7,1 Wir baglnnen mit dem PtagptMzpKobtm. 

Ein FLugplaty. f soli zwischen den 
vief Stadt^n Bi, h, d ao plaiiert 
warden, dafl din viar zum Flugplati 
flihrenden Straflen zusaranen mdg- 
liahst kurz warden* Im geieichne- 
tan Fall*') iit f offanbar sdhlecht 
gawHhlt, Dar Schnittpunkt der 
Geradan ao und bd liefer t das 
ktirzesta Strafiennatz* Man holt 
aus diasem Problem die wichtige 
Draiacksunglaiehung herausi 
l[Ky] + llyt] ^ llHzU 

5*7,2 Danach stallen wir das ¥mm)2.hApAoblm. 



§0 welcht andertn Fall© und Laeungen gibt es? 





3M 6S 
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in dor MUhle m brannt es. Die 
Fcjuerwehr mu0 vom SprltEenhaus 
h quorfeldeln ^um Daah B fahren, 
dann lur MUhle. Kannflt Du 
den ©ingezeichnetan Fahrweg 
verklciinern? 

Die Idee, dafl hier eln "halbee" 
Flugplatiproblem vorliegtf lia- 
fart fUr einen goraden Baeh(ftir 
ainen kf uitunlinigen Bach aind neue 
Ubarlegungan ndtig)- sogleieh 
die bekannte Spiegelungs-* 
Idsung* 

Euglaich ist damit eine Spiaga- 
lungskonstruktion fUr die Ellipaen- 
tangenta.in ainem vorgegabanan 
Ellipsanpunkt gageban*" ) 

45, 





Bild hi 



Qild 

Dia Tangante B dureh dan BarUhrungspunkt p - sia entspricht 
dem Bach in der vorigan Aufgabe - iat die nicht durch die 
Strecke 1^1^21 ^ehende Winkelhalbierende dar Garadan f^p 




und ^2^' alia von p varschiedenan Punkte i auf B gilt: 

iit^z ] + iizf^i - iif^p ] + i[pf2i * 

L ist damnach kein Ellipsenpunkt J-'^H 



^^Die Ellipse ist wie Clblich nach Giftnerart definierti Zwai 
Pfiaeke Bind in und eingerammt. An ihnen igt ein Paden 

der Lange m (e>l[f^f^] angebundenr er wird Btrarangegogen. 

der Kniekpunkt beechreibt eine Ellipse* (Dae liSt sich natOr- 
lich auch hequem in der iprache dei Billardipiels forinulieren) 




Biid^B 

Eine analege Argumentation wird Im Falle des Kreises fClr die 
Kreistangenta gefiihrt. 
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5.7.3 Danach wird das IniLlmQAfMbtom 
angepackt , 

Dfsr Indianer will H0I2 und Wasser 
holan und auf kilrieBtem Weg zum 
Zelt bringen. (DoppcltGe Feuor^ 
wehrproblaml Warum q^ht er erst 
zum Waldrandi dann zum Seaufer?) 



See 



^4 



5.7.4 Schlieflliah praaentieren wir das berUhmte Fa^imno- 
?/Loblm (1775 gestellt) r Einem (apitiwinkligen) Dreieck 
Bin Dreieck kleinsten Umfangs einzubesGhreiben, und schil^ 
dern einan EntwiGklungsgang (unterrichtBVerlauf ) der 
Ldeung* 

a) Wir fangen mit irgendeinem ain» 
baschriabenen Dreieck uvw an. Wir 
haban noch die Lttsung der Fauer- 
wahraufgabe im Kopf, Sie liefert 
una ain Verfahran^ ein umfang'- 
kleinares ainbaschriabenas Drai= 
ack uvw^ zu findan (das umfang- 
klainste unter alien ainbeachrie- 
benan Draiaekan mit dan festge^ 
haltanen Eaken u und v - aiaha 
Bild 7o ) . * 

b) Dieses Varklainarungavarf ahran veraagt nur bei ainam 
Draieck Kyz# das als rundlaufande Dreieckabahn auf dem 
Billardtiaeh abc aufgafaflt warden kann (Winkelbedingung) , 
Gibt es Uberhaupt ao ein Dreieck Kyz | gibt as veraGhie^ 
dena solcha Draiecka? Die Charaktarisiarung als rundlau- 
fande DreiaGksbahn gibt httchatena Anlafi zur Konstruktion 
fortgasatzter umf angakleinarar DraiaGka (Katte von Nahe-- 
rungslttsungen) . Das befriedigt una niGht. 




Wir varsuGhan umgekehrt zu einar vorgegebenen rundlaufende 
DraieGksbahn dan passanderi DreieGkstisGh eu zeichnan. Wir 
banutzen dabei die Einfallalota und bamarkan, daS aia Eiem 
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lich genau durch die Ecken des Dreieckstisches gehen 
(s, Bild 71 ) , 



Wir vormuteni Uneer Verkleinerungs- 
verfahren veraagt beim Hohenfufl^ 
punktsdreiack md nur bei diesem* 
c) Das Hdhenf uBpunktsdreieck ist 
das einEige einbeschriebene Drei^ 
eckf zu d©m das obige Verfahren 
keln umf angkleinerea herzustellen 
gestattet. Also ist das Hohenfufl^ 
punktsdraieck die Lttsung des 
Fagnano^Problams , (Schade/ dafi 
die Logik nicht stirmnt, Der 
Lehrar biatet sainen SchUlern 
einen analogan Schlufi an: All© 
Stammbriicha {j, 2' 7 



) aufler 



T lassen sich durch Quadrieran 




verkleinarn. Also ist j der 
kleinste Stairanbruch) 

d) Lelder ist nicht leicht einzusahen/ daB das HtihenfuB-- 
punktsdreiack die Winkelbedingung erfUllt. (Vor allam 
dann nicht, wenn die KreiswinkalsMtie noch nicht behandelt 
aindO AuBardem sind wir durch die Obarlegung in c) 
irritiert* Wir sind ^war nicht mehr so ahnungslos wla zu 
Anfang^ sind aber in eine Sackgasaa geraten* Viallaicht 
sollten wir das Probleni von einer andaren Salta her an- 
packen? Kann viallaicht die Lttsung des Indianerproblams 
einan neuan Zugang erttffnen? 
a) Hit z - i im Indianarproblem hat man 
schon an zwai Icken das ainbesehriebenan 
Dreiacks die Winkelbedingung fUr einen 
rundlauf anden Wag erfullt (s* iild 72 ) . 
Aus 5,7.3 wissen wir, daS unter alien 
ainbesehriebenan Draiecken mit dem 
festen Eckpunkt i das nebenstehand 
gezeichnate ikl kleinsten Umfang hat* 

a 




127 



114 



Uberdiai hat man den Umfang •'ausgestreckt" . Die Strecke 
[iS iS 1 hat gerade die LSnge des Umfangs* Variation 
von i auf der Seite [ae] lief^rt varschieden lange 
Stracken [iS^iS^]. Wir suchen die kUr^aste unter ihnen* 
Wir bemerken anhand einer ZeiGhnung, dafl l[iB^iS^] 
gleichsinnig mit l[bi] wachst und arkennen dan Grund 
dafUr (wagan der SpiaviQiungan sind dia Draiacke iS^biS^ 
stets gleichaehenklig und hatoen gleiehe Winkel 
an ihrar SpitEa b) . Dar Rest dar Ldsung Liegt auf der 
Hand, Das HahenfuBpunktsdraiack iat fcatiaehlich die 
(ainziga) Lttiung das Fagnanoproblama • 

6. AKchMn2dUc.h^ and pythagoKSJAaht ftA€4^mt€g2/ip^blmQ. 

Vom Fliaseniegar ist die Radai wail alia hiar bahandel- 
tan Problama mit Pf lastarungan der ganien Ebene odar 
Kugeif IMche odar gewisser Taila dawn mit^ kongrucntan 
raguiaran Vialaokan zu tun haben* In alien FMllan gibt 
die gaomatrischa Problamstellung Anlafl, lahlenthaore- 
tischa Methoden ^ur Lasung lu entwiekeln* Die archima- 
disehan Parkatte ftlhran auf ganzgahlig ^u laeanda Glei- 
ehungan Und Unglaiehungen (diophantischa) i pythagora- 
isGha Mafiproblame (in nauem Gawanda i Din-Papier, 
ragulMres Zahnaek) sind Motiv,mittals rakarsiver Fol- 
gen quadratische Irrationalitaten rational lu approxi- 
miaren, FUr dia rakursiv dafinlerten Folgen lassen sich 
mit den einfachetan Mittaln dar linaaran Algebra dann 
auch eKpliiite Darstallungen findan^^n 

In den Umkrais der pythagoraischen MaSprobleme gehttren 
auch dir elemantaran euklidischen MaSproblema "Billard" 
und "Bradwardinsche Sternviarecke" (s* Problamkreis 5), 
abar aueh "Baeheta WMge- und Galdwechselproblama" , 
"Huygana Zahnradproblema" . 

Solcha reiivollen Anv/endungen der linearen Algebra - einfache 
Lagungsidee, keine verwickelte Rechnung, nichttriviales Ir- 
gebnis (Binet 1643) - sucht man meiit vergeblich. 
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6*1 McfuJTtedc6e/i£ PoAkoZt^. 




Die platonischen Parkette der Ebene Ubergahen wir, Sie 
Bind iu langweilig. Drei-, Vier- and Seehsesksparkettie- 
rungan sind mtiglich (und ekiatent) , andere Bind unmttg^ 
lich* Interesaanter ist schon der VersuGhf ragalmMflige 
ebene Vielecke verechiedener Sorten IMngs ihrar Kanten 

(Saiten) passend zu varheften, " wis B. in der Bild 73, 
Wir baschreiban diasa Parkatta 
und faaaan damit den Befriff 
"archimedisGhas Parkett der 
Ebana (Kugel)"i 
a) 2 (odar mahr) Sortan re^ 
galmafiigar Vialacka sind z\it 
Itickenlosan , Uberlappung sf reian 
Obardackung dar Sbene verwendat, 
h) jeda Vielaakskanta gahdtt zwei 
Vielecken an, 

(Daa hat natUrliGh Folgani 
A££e Kanten sind gleichlang ; 
auch die von Vialaakan aus 
verschiedenen Sortan unter^ 
acheidan sich nicht in dar 
Langa; Vieleekseakan k6nnan 
^ur mit anderan Vielaaks-- 
eckan inzidieren^ nicht mit 
inneran Punkten einar Kante, 
etc) 

a) Alle Ecken das Parkatts 
sind 'glaich' im folgenden 
prMzisen Sinnai jeda Kon^ 
gruan^abbildung (dtr flbans 
Qdar Kugal) , die blofi die 
an einar Ecka hilngenden 
Kanten auf die an einar 
andaren Ecke hMngandan wirft. 




Bild 7^ 
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let eine Deckabbl Idung dee gangen Netzea,^- ) 

Die SchUler machen LegeUbungen mit ausgeschnittenen re- 
guLMren Vielecken^ finden einige archimedieche Parkette# 
vielleioht c^M. Wahrschcinlich gitat es nur wenige Klassenr 
wenn man ahnliehe archimediache Parkette nicht unter=- 
scheidet^ ' 



Das Problem let schon formuliert i 



In seiner Lasimg mufi man gewi3 die Winkelgrasen der re- 
gulMran Vielecke benutzen. Das sind Bruchteile dee vollen 
Winkeis* dem wir die Ma^zahl 1 Euordnen ) 



Mit dem WinkelaummenBatz 
hat man Bulott (s* Bild75) 
fUr den Eakenwinkel eines 
regulMren n-Ecke die Mafl= 
^ahls 

(1) 



1 



^ - 2 ^ 




Bild H 



Alia in einer Ecke zusammenstoBenden Vielecke geben einen 
vollen winkeli 

1 =1 



(1^1) • f. (2), wobei f. die Anzahl der n, -Eeke 
2 tla 1 1 _^ _ 

angibtf die am gleichen Eck-^ 



punkt im Parkett hMngeni 



In unseram Parkett (Bild 74 ) hat man: n^ ^ 3 r f - 1 

02 - 4 I f 2 - 2 
n3 ^ 6; £3 - 1 



^*5lm Unterricht kann man mit Evident noch leekerer formuliiren. 
Man hat den Gespraehspartner bei sieh und kann fortlaufend korri- 
gierenr sobald aich MiegverstlndniB zeigt. 
h:0 ypj^ ^gj- willkurlich babyloniiche^n Einteilung (360^) hingt unset 
Problem naturlich nicht ab, Uneere Glelchungen enthalten den 
Paktor 360 nicht mehr. 
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Die dazugehttrige Gleichung lauteti 

Das feahlenachema verkUrzen wir gleich zum sogenannten 
Schlaf li-Symbol ; 



3 


1 


4 


2 


6 


1 



2u jadem archimedischen Parkett geh5rt eine Ldsung der 
Gleichung (2)-) i fn^ f^l wobei n^^ und f^^ natUrlicha 

ZahLan eind und ^ 3 » 



"1 




"a 




"3 









Weil der n. ^Eckawinkel jedenfalls nieht kleiner iat als 
1 ^ 

der Dreieckswinkel (e, Gleichung (1)) gilti i f • 
Weil wir wenigstens 2 varEChiadene Sorten von Vielacken 
verwenden, hat das Eur Folgei 

Nun wird klar^dafl unaere Aufgaba, die LBsungen der Glei- 
chung (2) zu findeni in endlich vielen Sehritten erle^ 
digt warden kaniip 

Wir unterecheiden 3 HauptfMlle nach (3), fUhren hier aber 
nur den Hauptfall 1 { ^ 3) aus. Das vorgefuhrte 

Lbsungsverfahren ist auch in den beiden anderen Haupt- 
f Milan ohne Modifikation verwendbar. •^") 



im Hauptfall 1 ( - 3) geht bb um die additive Zer- 
legung der Zahl 3, Sie liefert die UnterfMllej die wir 
gleich mit unvollstandigen SchlMf lisymbolen notiereni 



1 




2 


2 




1 



1 



:0 Die Frage^ ob auch umgekehrt jeder Ldsung (iro einf eechrinkten 
Zahlbereieh) Win archimedisches Parkett existiert# interegiiert 
uns nicht? weil wir alle diese Parkttte mit uneeren auggesehnit- 
tenen Vielecken realisieren werden* 
•'^O a) Vielleicht von einern Computer ^ dem wir ein raffiniertes Prografflm 
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dabei haben wlr gesetzti 

n,<n, fUr i< k (4) 
i k 



a) Im Palle 




1 






1 






1 



wiird aus (2) i 



1=1 ,1 +1 (2+, 



Wegen (4) folgt daraus 

2 1 

Das Varhef tungBSchema (Bild 76) 

- 1 n^-Eckf 1 ng-Eck und 

1 n^-Eck etoflen in jedem Eck- 
punkt das Parketts zueammen 

- zeigti ist garade. 



Also iBt ^ 4. 




Bild U 



Damit wird auS (2 ) 



4 nj nj 



Wia oben folgt 



1<1 ; n, < 8 
4 Tij 2 



Unaar Verhef tungsschema zeigt auchi iet gerada. 
Also ist n2 ^ 6 

Aus (2^^) 'wird damlt schlieBlichi 



1^1 
12 n. 



"FortBet^ung der FuJlnote von i»117 « . ^ ^ 

Echraiban. Aber wir beraerken alsbala, dab wir ginug Schfller haben, 
urn jaden einen ''fall" bearbeiten zu laEsen. Die Klasee ist echneller 
als der Cofflputer. 

b) Varnflnftige Arbeitaorganisation (Gruppenarbeit) let notwendige Vor- 
aussetzung zur Bewlltigung so umfangreicher Arbeit im Unterriaht, wie 
sie hier anflllt. 
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Also ist " 12 



Ergebnis 1 



4 


1 


6 


1 


12 


1 



ist eine Lasung von (2) 



Wenn ee also Uberhaupt ein archimedieches Parkett der 
geban solltei so ist ea aus 4-, und 12-* 
Ccken gebildet. 

Wir realieiaran diase Ldsung Im 
Bild 77 



Art 




1 ^ 






1 






1 




b) Im Fall 



die Raahnung analog. Wail 



1 n verlMuft 

I ^3 wie au 
sioh diaser Pall noch auf , 

Ergabnisi mdgliche archintediSGhe Parkatte der Art 



aber sowohl ^ 3 wie aueh ^ 4 magliah sindi spaltat 





1 




2 ^ 



3 


1 




4 


1 ^ 


J 2 


2 ^ 




_ 8 


2 ^ 



Realisiarungen 
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Daa Varhaf tungsSGhema (Bild 79) 

Esigti 1st gerade. 

Analogs Rechnung wie oben llefert 



- 4, Damit folgt aus (2 



+++ 



til 



Ergebnis: kein m6gliGhes a, Parkett der Art |^ j 1 



Wir vermerken noch sine Besonderheit , die im Hauptfall 



It. ^ S auftritt, Zum SghlMf lisymbol 



gehdren 



2 nichtahnliehe Raalisierungan (s, Bild Sound 81) 




8iia/ Bo 

Damit haban wir sehlieflliehi 




Bliddi 



Die Manga dar abenen archimadiechen Parkatta zerfMllt 

in dia 7 durch dia Schiaf ll--SymbQle beschriebenan Klaseen: 



4 


1 


6 


1 


12 


1 



3 
12 



m 



Unsara Zeichanversuche haban una faktiich davon Ubar^eugt, 
daa keina dar 7 Klassan leer ist, dafi abgesehen von der 
Klasae [3 SI die Klasseneinteilung mit der durch dia Xhn- 

liehkeitsralation ergaugten Ubereinstiitunt . 
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Anmerkungi Die Rechnung filr die Kugel ist nicht viel anderB* Dar 
positive EKzems der Kugeldreiecke bewirkt, dafl aus den Oleichun^ 
gen (2) Ungleichungen worden! 

i^l i 

Die Ungleichungen haben mehr Losungen als die Gleiehungenf aus 
denen sie entatehen- 

irgebnlsi Die Menge der arehimedlgichen KUgelparkette (auf einer 
festen Kugei) gerfailt in die durch die Sghiaf li-Symbole beschrie- 
benen KlaESeni 



4 



n^ ^ BilO ^4,6,8,10 n^ ^ 4,5 "2 ^ ^ 



(s. Bild 82) 



3 


2 




"3 j 1^ 




3 




^3 


4 


"2 


2 


K 




K 


1 


K 




1 



- 4,5 



"2 ' ' 



Alle aufgefGhrten MOglichkei^ 
ten lasoen sich realisieren 
- besser nicht durah Zeiehnen 
auf der Kugell Hit Karton und 
Schere arfihrt man die beson- 
deren Reize dieser hochgradig 
eymmetrischen Formen. Dabei 

2eigt eieh# dafi die durch die Kongruenigreiation erEeugte Klaesenein- 
teilung der archimedischen Parkette einer festen Kugel bel AUi- 




nahme der Klassen 



2 
1 

4c 



3 



- K 



mit der durch die 
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schlaf li-syi^iboln boschrit^beni^n Klasseneintellung Iclontlach ist.**) 

J&dmm DlN^Blatt weist ©ine auffallande Eigenschaft auf? 
Die VMl^tB, die HMlfte 
der HMlfta usw. bildet 
minB Folge Mhnllcher 
Rechteake * 



Diese Eigenschaft kann man 
mit etnam Bliek feststellen. 

Die Prage nach dem Piachen-- 
inhalt aines DlN^Papiars 
fUhrt uns sahlieBllch 
zu ainam heme rkanawer ten 
pythagorMisohen Ergabniei 
DIN^Rachtecka lassen aiah 
auf keinen Fall mit kongru- 
entail Quadraten pflastern. 

Ein vorgegabenes Reohteck 
mit kongiruenten Quadraten 
zn pflastarn = dae iat ein 
hUbschas MaBproblem, das uns 
den €iLktld^chm AZQanAMimiU 
entdeckan IMBt, 




jO Per Varfa.sser hat vor Jahren mit selnen primanern fOr eine Lampen^ 
fabric "in Lohnarbait" Kantenwinkel von gtewiegen roh gefertigten 
atchlmedigchen Korpern berechnet. Die Frafe nach weiteren ichmucken 
LmmpenkSrpfern (dieser Art) hat ung so schnell nicht wieder loege- 
lase#n. ioviel wie Archimedes ^ dann Kepler - der 2. Bearbeiter 
dleoai Fornienprobieins - wollten wir in digger Sache auch wissen. 
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Stelien wir uns eina solche 

Pflasterung schon als gelungen y^- 1 i ■ v ■ i i i i i r i ^ 
vor# BO erkennen wir, dafl as ZZHZZZ^Z^^H^-i 

nur darauf ankommt, die nach ^ — — 

Abachneiden mSglichst groBar ^ """" 

Quadrata v^rblaibandan Reaht^ Bild8& 
eeke pf lastern (Bild^ 86). 

Diaaa Absehneidetaehnik (euklidiechar Algorithmus) wenden 
wir auf ain DIN^Papier an* urn aina Pflaaterung mit kon-* 
gruanten Quadratan heriustellen, 

Wir arleben dabei eine Oberraschung I 

Dai iweite Rastrachtaak iet dam 
arstan ahnlieh, wie wir wiadarum 
mit ainam lliek fastitallan*^0 

Aber das hat lur Folgei dafi dar 
AbschnaidaproiaB zu keinem Enda 
fUhrt. Ein riehtiger Skandal ftlr BfldBB 
die FlMahenmassungi 

Motiviart durah dai DIN-Papiari dafiniaran wir als " sil* 
barna Rachtacka" solcha Rachteeka, von danan nach Ab- 
sehnaidan zwaiar maglichst groflar Quadrata ain zum ur^ 
sprUngliehen Raehtaek Mhnlichas Ubrig blaibt* 

Varsuchen wir nun ein solches RaGhtagk direkt nach De- 
finition harzustallan I 

Kehren wir den Abschnaidaproiafl umt Beginnen wir mit einam 
kleinanf "ungaffihr silbarnen" Rechteck und lagarn wir fart^ 



"Beweie'* durch einfache Rechnung mit /l. 









1 
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geietzt iwei Quadrate an. 




BiLD 

Wir arhalten aine Polge von (raieh wachsenden) Raehteckan, 
die der silbernan Gestalt immar nMhar koiranen, salbst dann^ 
wann wir den Anlagerungsproiefl mit einem Quadrat be- 
ginnan* 

Wir schraiben L(n) ftir die langere Seita des n-ten Recht- 
eaks und erhalten die rakursiv definiarta Funktion Li 



Li N ^ N 

(1) L(l) - 1| L(2) m 3 

(2) L{n+2)^ L(n) + 2.L{n+1) 

Wir arwarteni das SaitanverhMltnis 
das n-tan Rachteeks approKimiert 

das Seitanverhaitnis der silbarnen ^ ^ 

RaGhteGka , 



t 

1 



Bild 86 



Aus (2) folgt nMmlich unmittalbar 

(3) L(n4-1) L(n--1 ) _ 5 
L(n) " L(n) 



K0nv.t5i.rt ^^"^ . " 



) Die Slertetaf gl liSt varmuten , daS beechrinkt iet 

und in zwei monotone Tailfolgan zerlegt warden kann, Wagen der 
rekursiven Definition dar Folga wird man Induktiv bewaiaen - eu-- 
mindest solanga keine aKplisite Daretellung der Folge gafunden i 



125 



n 



L(n) 



Q(n) 



1 



1 



2 



3 



3 



4 



6 



3 



5 



41 



99 



17 



7 



7/3 ^ 2,3,., 
17/7 ^ 2,42. , . 
41/17^ 2,411,.. 
99/41^ 2,417,. . 



Wir kannten mit unseren bieherlgen Ergabnissen gufriadan 
sain, Unsar IrratiQnalitMtibawaie ist gawifl reiivoller 
und veriehafft mahr Einaidht ali der Ublicha, 
Wir haban einen Algorithmue lur rationalan ApproKima- 
tion einar quadratischen Irrmtionalitat gafunden. Aber 
diesas rekursiva Varfahran ist ohna CQmputer laitauf- 
wandig ftir groSes n. 

Viellaicht wMra aina aKpliiite Darstellung dar Folga L 
besser zu gabrauchen? Ein nauas Problami^O 

Eine eleganta Ldsung wird angaragt durch dan Hinwais, dafi 
dia Approximation dar silbarnan Raahtackeform dureh An- 
lagarn von Quadratan am Enda wenig abhMngt von der Aus- 
gangsfigur. Das bringt neua Zahlenfolgan in dan Bliek 
mit andaran Anf angswarten, abar darsalben Diffarenzan- 
glaichung (2) genUgand. 2 Anfangswarta raichen zur Er- 
zaugung einer solcfien Folga mittels (2) aus. Es ist zu 
varmuten, daS dia (2) ganUgenden Folgen einan zwaidiman^ 
sionalan Untarraum bildan. Hit zwai Basisvektoren kdnnte 
man jada diesar Folgen, also auoh die spaziella Folga L, 
darstallan* Wir suehan also zwei linear unabhMngige Fol- 
gan, die zu unseram Unterraum gehSran - mBglichst "ain^ 



-O Wir letsen hier voraus, dafi die SchQler flber die ainfachiten Be- 
griffe der linearan Algebra - Vektorraum, lineare Unabhinf igkeit 
Basis - varfQgen und die Mange aller Zahlenfolgen mit dan Ob- 
lichan Verknapfungen ale Vektorrauai Qber R kannengelernt haban. 



faaha''. 
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Die SchUler kennen nicht viala einfache Folgan {arithme- 
tlsehe# geometrische) * Die arithmetiachen = von dar Null- 
folga abgasahan - ganUgan (2) nieht, wohl aber glUck- 
lisharwaiaa gawisse geometrische 

Mit dam Ansatz F(n) = a»q""^ (5) erhMlt man durch Bin- 
sateen in 

F(n+2) ^ P(n) + 2F(n+1 ) 
4ia (aharakteristischa) Glaichung 

^ 1+2g (6) 
mit den Ldsungen 

Mit (n) ^ (1+/2)""^ und F^Cn) ^ (1-/2)^'^^ hat man zwai 
Baeisvaktoran zum Aufspannen des dureh (2) ausgeieichnatan 
Untarraums* 

Unaere ipezielle Folge L ist damit linear darstallbar 

L(n) - o^(1+/2)"^'' + Q^lUm"^^^ il) 

FiXr dia Koaf f iziantan , erhMlt man aus dan Anfangi- 
wertan 1(^F(1)) und 3 (-F(2)) ein lineares Gleichungs-^ 
system mit den Ldsungen 



Einsatzan in (7) lief art dii gewUnsGhta axplizite Dar^ 
stellung von Li 

{Mit dlesar Formel kann man natUrlicha Zahlan ausrachneni 
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Anmerkungeni U Dar Kenner wird wiisen, dafi dim Pythagorier im 
ZuBMmmrO^Bng mit dar Frage nach dem gemeinsamen MaB von Seite und 
Diagonale etnes Quadrates ganz Ihnlieh© tlberlegungan am tell ten* 
FQr dae Quadrat definierten die Pythagorier eimultan durgh Rtkur= 
sion die Seiten- untl Diagonalzahlen i 

(9) DCl) - S(U - I 
(Diagonale und Seite im "kleinen" Auagangaquadrat sind gleich lang angejetEt ) 
(10) S(n+1) ^ D(n) + S{n) 
(U) DCn+i) = S(n+1) + S(n) 
Die pythagoraer wuBten auBerdem 
(12) D^(n) -2*i^(n) - (-1)" 

\ / SM 

Wie sollten die Pythagorier (12) anders als durch vollstindiges^/ 

- 6ifdB9 

induktion bawieten haben? (V^ DER mEBDEN) . 
kuB (12) folgt unmittelbar 

Hit der Folge S hatten die Pythagorier einen Algorithmui gefunden, 
mit dem sie die skandaloee 2ahl /2 rational approKimiaren konnten^ 

2) Eine schnell auegerechnata Tafel fflr die Folgen i und D liBt var- 
muten i 



(14) 


D(n) ^ L(n) 




n 


S(n) 


D(n) 


(15) 


8j H-*^N jet 




1 


1 


I 




aue deraselben 


"Stall", 


2 


2 


3 




d,h. auch fQr 


S gilti 


3 


5 


7 




S{n+2) = i(n) 


+ 2*S{n+l) 


4 


12 


17 








5 


29 


41 








6 


70 


99 



r 

6.3 Gotdrnt Reafitecfee - u.n mtitu pythagonMl&chu MaRpioblm 
Sie werden ganz analog behandelt wie die Eilbarnen. Im 




.. ....... ■■ , .... • .... ■,,:^.^^,;^^../^.:£\f-:^,,i,i~^^ 

o 

ERIC 



Untersehied zu diasan bleibt balm Abschneldan nur glnU 
(mttglichst groflan) Quadrats jetzt ein zum ursprtlnglichen 
Rachteck Mhnliches tibrig, 

Der von einem Quadrat ausfahande AnlagerungsproEea wird 
basohriaben durch dia rekursiv definierte Folge 1 s N N 

1(1) ^ 1(2) - 1 (1) 
l(n+2) ^ I(n+1) + i(n) (2) 

Laornardo von Pisa (mit Beinaman Fibonacci) hat mit diesar 
Folga im Libar abbaai (1202) dia Vermahrung der Kaninehen 
basehriaban, 'O 

Bis Binat (1843) hat man au£ aine expligite Darstallung 
war ten mtissens 

/I ^ ^ 

Wir gawinnan sie naah dem in 6.2 angagebanan Varfahren, 
Moderna Begrif f sblldung varhilft uns zu dlasar bamarkani- 
wart ainfachan Lasung. 

Der Quotlant approximlert wlader sine quadra- 

tischa IrrationalitMt (arst 1753 von dem Sahottan 

Robert Slmson bawiesen) , 

Diasa Zahl drUekt abar daa LMnganverhaitnis von Salta und 
Umkreisradlus der ragulMren Zahnecka aus* Dia Pigur, aus der 
dar ReGhanansati tilr diasa Behauptung entnomman werdan 
kann^ glbt auoh Anlafl zu alner rakursivan Fassungi 



I hat auffallend viele intareesante Eigenschaf ten, Amateure haben 
einen Club gegrandet^ dtr die Zeitiqhrift Plbonaccl« Quarterly 
herausgibt , 
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(16) R(1) ^ S^{1) ^ 1 

(Badlus und Saite im 
"klainan" Ausgangsdreieck 
iind glaich lang angiJiijtzt) 

(17) a (n+1) m R(n) 



(18) R(n+1) ^ S^(n) + S^(n+1) 



Daraus folgt 

(19) S^(n+2)m s^(n) + S^{n+1) 




Es ist leider doah kain Wundar# wann dia Vermahrung da 
Kaninehan Aufschlufl gibt tlber regulSre Zahnacke, 
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DIE BIDEUTUNG DER DARSTELLENOEN GEOKETRIE FOR DIE MATHEMATIK- 
AUSBILDUNG 

G. Pickart, Gieflen 



In der Mathematikauibildung SGhelnt die Darstallande Gaome- 
trie mehr und mahr in die Isoliarung und dainit an dan Rand 
gedrangt %\i warden. Die Lernandan und manchmml aueh wohl 
der Unterrichtanda arkannan keinen Zusaminanhang mit andaran^ 
mahr im Zantrum das Intaressas stehenden Gabieten dar Mathe-^ 
matik und haltan die Darstallande Geomatria daher wohl oft 
lediglieh ftlr aina Methodik ^eiqhnarisehar Fartigkeitan, 
dia mit dar eigentliahan Mathamatlkausbildung niahts lu 
tun hat* Das fUhrt dBmu, dafl in immar garingaram Mafia die 
rMumliche Anschauung ^eiGhnerisah in dar Mathamatikausbil- 
dung zu Hilfe genontman wird und so wertvolla didaktischa 
M6gliahkaiten verschankt warden » Dia Darstellanda Geoma- 
tria muB sieh daher aus ihrar Isolierung befreian und zwar 
ainarseits dadurch, daS auch sia iioh nauerar mathamatischer 
Bagrif f Bbildungan badient , und lum anderen dadureh, 
dafi sia fdr andare Gebieta der Mathematik^Hilfen lur Var- 
anichauliehung anbiatet* In den folgenden Abschnitten war- 
den verschiedena Mbgliahkeitan dafUr aufgaieigt, womit 
natQrlieh nur ein sahr bascheidener Anfang in dieser Rich- 
tung gatan imtj inebasondera wird das OTfangreicha Ge^ 
biet des perspektivisehan Eeiehnans absichtlieh baisei^ 
ta gelassan? urn Euerst ainmal Fragen dar--ai#inen und ma- 
trischen Geomatria in dan Vordargrund lu stellen* Die 
AbsGhnitte 5 und 6 passan ^wai altbekannte SMtze der Dar- 
stallenden Geometria dadurch der heutigen mathamatischen 
Sprache an, dafi sie sie als Auasagen Ubar Mengan von Ab-^ 
bildungan formulieren und baweisen, Dia Abschnitte 2-4 lal- 



1) Siahe hitrzu auch A. KIRSCH, 1st die Grund^Auf riB^Abblldung injek- 
tiv7 Math. Phys. Semesterberichtt I46»li8, 1972. 

2) Siehe hiarEU T.J. FLETCTIR^ The teaching of geometry. Present 
problems and future aims, Ed* Studies in Matiiematlcs 3^^ 395-41 2 ^ 1970/71. 
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gen elnfache Verwendungen von Projektioniverfahren In der 
Geometries wobei (abgesehen von 2 SLth) die rMuniliche Be- 
trachtung auch bessere Einsicht in abana geomatrigche Zu-* 
santtnenhlnge liafert. In Abschnitt 1 beweiit das allerain-- 
faahite Varfahren der Darstallandan Geomatria eaina NUti-- 
liehkait fUr Linaara Algebra, Analysis und Diffarantlal- 
geometria* 

Jedar Punkt das Raumes wlrd durch saina sankrechta Pro- 
jektion auf dla Zeiehenebene und seine H6he liber dieser 
( "Kotiarung-') dargastallt# FlMehen dann durch ihre Niveau^ 
linien (in dar Kartographies OelMnda durch HBhansahicht'- 
linian) , Fragan dar Siohtbarkeit Im oelMnda motivieren das 
Herstellen von Profilan (Schnlttan senkracht 2ur Zeiahen-- 
mhrnne} sieha Fig, 1), die Frage naeh Gaiandaansiahtan 
ftihrt zur Herstallung dar Uiwialinlan (Henga dar BarUhrungs- 
punkta dar Niveauliniahtangantan in Bliakri^htungi siaha 
Fig* 2) * Beide Varfahran sind nutilich, um Blah das Ver- 
haltan alner raallan Funktion iwelar Varlablar (Abbildung 
einar Tailmenga von inR) verdautllahan. Die (zur 
Zaiehanabane wedar parallelan noah sankradhten) Ebanan 
stallan die (von dar Nullforin versehiedenen) LLnQM^omgn 
dar, wobei die Punkta der Eaiahenebene nach Wahl einas 
Nullpunktai (auf dar darstallandan Ebene) durch ihre Orts- 
vaktoren gegeban warden. Dia Nivaaullnien armdglichen eina 
guta VaranschauHohung diasas in der Llnaaren Algebra vom 
AnfMnger maistans als SGhwlerig empfundenan Begriffs. Bai 
alnar Linearform L (^0) wlrd der Vaktor L(e)e mit 

als Einheitsvaktor senkreeht ..lu dan Nlvaaulinien als 
ihr Qnadio.]^ ^ bazeiohnatj im Falle L ^ 0 niitant man 
den Nullvaktor als W\ * baliabigein Einheitsvaktor 
ist dann L{Tp^^ dia sankrachta Projaktion von 

auf H ? I # sodafi L durch bestlimnt wird (iiahe Fig, 3 
mit AAi, BV als O- biw, l-Nivaaulinie^ als dam 

"harausgeklapptan" Profil der Ebane# AV i VC, AB = L(e)^ e, 
IC^^ t^, Xjf^ ^ L{t^)t^ t CCj 1 BCp da 
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A, ApC^Cj auf einam Kreis liegen, raumlish herleitbar da- 
rmusF daa die Kreise durch A , C b2w,Aj , Cj und den Ubar 8 
liegenden Ebenanpunkt auf einer Kugel liagen) , Daa Sfeatot= 
p^odukt kann durGh ifg^ - LM dafiniart warden, und dai 
Kommutativgasati» laat aich ainfaah aus dam baschriabanan 
Zusammenhang ^wisehan Oradiant und Nivaaulinien erkennan* 

ApproKlmatlon alnar raellan dif faraniiarbaran Funktlon i 
(Dafinitionsbareich ain Gabiat inR^) in der NMha einas 
Punktai P durch aina Linear form L, varanaehauliaht durah 
Niveaulinien (falls L 4 0) und Profila^ fUhrt einessaite 
zum Begrif f dar TmQtntM^bmt der dureh i gagabanan FlMaha 
und andarersaits zum Gmdigntm QMd i all einem Vektor- 
feld (tobildung das Daf initionsbaraiehs von ^ in dan re-- 
allan zwaidimeniionalan Vektorraum, mit als Biid von 
P) . Mittels dar Nivaaulinian IMfit sich gut varanschauliehan, 
dafl das Linienintagral Uber gmd i gleich der PunktionB- 
wartdiffarani ("Niveauunterschiad") iwischen Endpunkt und 
Anfangspunkt dai Intagrationsweges iat* Bai waageraahter 
Tangentialabana, also dam Nullvektor als Wart von qhM 
stellt siah die Frage nach quadratisehar MMherung, und 
man wird so auf dan Bagriff dar quadaa^efcen Foam gafUhrts 
Die Niveaulinien aind bai definitar Form Ellipsen, bei 
aamidaf initer Form parallalenpaara und bei Indafiniter 
Form Hyparbaln^ S dia Hauptachsan (biw* bei dan Parallalan"* 
paaren daran Richtung und dia daiu sankrechte) geben dia 
HauptkrUmmungirlehtungen der FlMcha in dam batraohtetan 
FlMehanpunkt an* und die Gaufiseha KrUmnung lit in den drei 
PMllan bzw. positiv, null, negativ. 

'i 

3) Hiher ausgefahrt z,B. in ANDEU^INGIR, Mathematik S«2, rashwlssen- 
iehaftllohe Grundlagen (Lehrerbaglglthef t , Wisiensch* Teil) , Kap. 8, 
Harder It? 5, 

4) Slehe hierzu und fflr i^eitere Anragungen tm anichaulicher Dlfferential- 
geometi'le Kap. IV von HILlEm'jCOtlN-VOSSEN, Ansehaultche Gaometrtai 
Springer 1932, 
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2, BtUpleZt zuh E^a^^pw/efetton 

in nanehen Fallen gentlgt ein ain^lger NoCTtialriB berelti 
auch lur Atusftihrung von Konstruktionen^ da die Httha der 
punkte iiSii der Rlflebene wacren der besonderan Eiganaehaft 
dar dargtstallten raumliehen Pigur aus ihren Ptojefctionan 
entnonman wardan kann* 

a) Ein Quadrat m±t sainan Diagonalan kann als lankreahta 
projaktlen ainas ragtilMran Tatraedars ABCV (aiehe Fig* 4) 
aufgefafit werdan, Dlesa etwas ungewdhnlicha Tetraadaffdar- 
stsliung erweist sich als vortailhaft bai dar Battliranung 
dar janigan Daektransformationan des TatraaderSj die Drehun- 
gen Oder prahspiagelungan mit der duroh die Mitten der Sai- 
ten AC^ BP gahanden Achse sindi die Spiegelungsebena (der 
Drehspiagalung) sahneidet das Tetraader lii dam Quadrat 
A*8^C'P' und gerlagt das Tetraedar in wei kongruante Telia, 
dia duroh die 180^-Drahung um die Aahse A'C (oder B'P') 
inelnandar tibergeftihrt warden* 

b) lln ragalmMfligea Sechsack mit sainen drai (langstan) 
piagonalen kann aufgafaBt warden als senkreohta Projektion 
eines WUrfels in Richtung ainer RaiMdlagonalan d, daren 
Bndpunkta dabei dan Mltt#lpunkt-ii flas Sechsacka ale Pro-^ 
jektion haban (slaha Fig*5)i Hieraus laisan siah wiedar 
sahr einfach die Drehungan und Drehspiagelungen mit Achse 
d unter den Daektraneformatlonen auffindan. Das von, dan 
Mittelpunkten dar 6 WUrfelsaitan gabildete regalmasiga 
Oktaader wlrd in dar Projektion abenfalls dursh ein regal- 
mMBigas Sachseek und saine 6 Verblndungsgeradan benaGh* 
barter, niahtdimattalar lokan dargastallti dia Drahungen 
und Drahspiagelungan mit Aehsa d (die durch dia Mittan 
zwaler dlametraler Oktaadarseltan gaht) sind nattirlioh 
diesalben wla bairn Ktlrfal, 

Den WUrfal kann man 2ur Darstellung dae dreidimansionalen 
VaktorraiMnas Uber dam K5rpar mit dan iwai Blamanten O und 
1 verwanden* In Fiq.5 sind dainantsprechend die Eaken duroh 
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Koordlnatentripel beieiehjiet, wobei def "hlnters" Endpunkt 
von d als Nullpunkt (000) ganommen und dar andare denige'* 
maa mlt 111 %vi bezaiehnen lit. Die projelctiva 7--Punkt€^Ebena 
arhMlt man nun dureh Weglassan das NmipunktaB, wobei dim 
Garadan aus dan ^weidimeniionalan Untarr&wnan antstahani 
als© in Fig, 5 durah {lOO, 1 10#010} , {010,011,0^1}, 
{0O1r101,10Oi r {110,011,101} und dia drel (iMngstan) 
Sachseckdlagonalan gagaben warden. Sine naheliegenda Da- 
formation ajrglbt dann die bakannte Darstallung dar 7^Funkta- 
Ebana durah eln glaichseitiges Dreieok, leine drai Syirana- 
trialinian und den Inkrais (Pig. 6)* 

a) Ein spitzwinkliges Draieck ABC mit sainen Hdhan AF, 
BF, CF (siehe Fig, 7) kann als sankraahte Projektion aines 
nicht-reguiaran ^atraadars ABCP mit raehtwinkliger Eake 
bei P aufgafafit werdan, wobai P die Projaktion F hat# 
hum CP 1 AP, BP und PF i ABC argibt siah ntolieh 
CPF X ^S^^ ^8C (Ebanan stahan senkrecht aufeinandar, wenn 
die aina durch aina Normala dar andaran neht) und d^it 
CF I AB (" ASPn ABC). Hiermit hmben wir alnaicsaita dia 
konstruktlve Grundlaga dar senkreahtan Axonometria und 
werdan anderarseits zum HahensGhnittpunktsat^ gafUhrti 
dabei argibt sleh unmlttalbar (nach dem Htthansatz ftlr die 
rachtwinkligen Dreiaoke ^PA^ BPBJ^ CPC'Ji 
|AFh|FFl - ISFhiFB'l - ICFl-lFCn. 

d) Bai dar sankrachtan Projektion einer Kugel (obarf ISaha) 
auf eine Ebene durch ihren Mittalpunkt M kann dar Sahnitt fe 
der Kugal niit deaf Projektionsabana Euglaidh als das "her-* 
auegeklappte'^ Profil dureh M und einen Kugelpunkt P ga- 
nominen warden? zur Projaktion P* von F entateht dmdurah 
dar Punkt ?" €fe (siaha Fig, 8) , aus dam mioh dia Hdhe 
von P Ubar der Projaktionsabene (falls P auf dar "obaren" 
Halbkugal llagt) als |P'P" | ergibt, Dia dureh P gahanden, 
zu fe senkrachten Kugalkreisa haban all Rlise garada die 
Stracken W durch P mit a*R *fe* diase Welae Ubar- 
trMgt sich dae Caylay-Kleln-Modell dar hyparbolischen Oao^ 
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roetrie (im Inneren von k) auf die obara Halbkugal und 
wird von dort durch stereographiSGhe Projaktion von elnem 
Punkt fife mug garade In daa Poincari--MQdell (in alner 
Halbebene senkrecht und oberhalb det Rlflefaene) tibergefUhrt.^^ 
Aus dam Hahenaati ftlr das raohtwinkllga Draiack PQK er- 
glbt siah Ubrigans unmittelbar der Sehnansatg (ftir die 
Sahnen durch einan Punkt innhalb fe) in dar Form 

Fig, 9 zaigt die Konstruktlon dar Risaa von Kugelkreisen 
pfJL^b, die nicht auf fe senkreoht steheni GroBkrais jl durch 
zwei Kugalpunkte P,fl mittals daa Pols R von K, "Kqumtor" 
p zum Pol P, "Breitenkrais" b durah () (in Fig, 9 wardan 
PtQ.fR, Pf^,b auch lur Sagalchnung der Risaa varwandti die 
punktiertan Strackan sind kongruent und ebenso die gtrich^ 
punktierten) . Lediglich der tJbetsidhtlichkeit wagen wurda 
dabai das harausgaklappta Profil duroh M,F ala neua Zaiahnung 
daneben gastallt. Oia Konatruktionen sind so ainfach^ dafi 
sia bai ainiger Ubung nach Vorgaba von fe sogar ohne Zirkal 
und Lineal durehgaf Uhrt warden kdnnen* le gibt daher kai- 
ne Entschuldiqung ftlr die laidar sofaf in mathamatiechen 
LehrbUehern anzutref f enda "Primitivprojektion" / bei welcher 
dar pol auf dam Umriflkrais fe liagt^ der lugehBrige Rqua-- 
tor p aber dannoch als Elllpia gaiaiehnet 1st (odar noch 
schlirraner als Kreisbogensweiecki) , Das in Fig* 9 gasohllder- 
te Varfahren der Darstellanden Geometria bietet wohl den 
ainfaohstan Zugang lum Versttndnls daf Kugalgaomatria, 
daran grofla Badeutung sowohl In der Mathematik wla in 
ihran Anwendungen hier nicht mehr bagrtlndet lu werdan 
braucht- 

FUhrt man Ellipsan und Hyperbaln in dar affinan Gaomatrie 



S ) Siehe hier^u §36 des in Fufinote 4 ganannten Buches* 
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als Niveaullnien quadratigcher Formen ein^ so bistet sich 
als Achsenpaar fUr aina besonders einf aehe Koordinaten- 
aaretalliing bei einer Hyparbal dme Asymptotanpaar und bei 
' einar Ellipse einPaarkOnjugier^ an 
Gaht man dann gur metriichan Georoetrle Ubar und bawelst 
die ExlatgHE von HmptcLQh6tn, also yon lueinander senkraQhten 
konjugierten Durehmassarn, ainheltliGh (und auf baliabiga 
Dlmeniton verallgemainerungsfMhig) mittels liganwert^n 
und Eiganvektoren, so erscheint as lum bessaran verstand- 
nil des Saahvarhalts wUnechanswert , die Hauptachsan wah 
einfach geomatriaah m konstruiaren. Bel einar Hyperbel 
findet man eia als Winkalhalbiarende dar Asymptoten* 
Bei einer Bllipsa bietat sleh nun an, diase als Bild 
aines Kroises bai ainer affinan Abbildung aufiufassen, da 
ja dann konjugiarter also ^uainander senkrechta Kraisdurch- 
masser in Ellipiandurehmasser Ubargehan* Elna solcha Ab- 
bildung l^&t sich sahr ansohaulieh dadurch gewinnan, daB 
man die Ellipse als sahrMgblld das Inkraises dar obeten 
Seite ainea wiirfels auffaBt, dessan vordere Seite dabei 
punktwaise fastblaibt* Dar Inkreis dar vordaran wtirfalsei^ 
ta mit Mittelpunkt U wird dann durch Parallelprojaktian 
kongruant auf dan Inkrais der oberan Wiirfelseita und wei- 
ter durch die SchrMgbilddarstellung (ebanfalls eina Par- 
allalprojektian) in die lllipse mit Mittelpunkt M' abga-. 
bildet (sieha Fig, 10) i die auf dies© Weiae als Verkettung 
iweier Parallelprojektionen antitahende affine Abbildung 
der gelchenebana auf sich, bei welchar der Kreis in die 
Ellipse Ubergaht, IMflt sich in dar Zalchanebane gemSfl 
folgander Eiganschaf ten ausfUhrani 1) M hat den Bildpunkt 
M'; 2) der Bildpunkt ainas Punktes liagt auf dar Paralle- 
Ian durch ihn au MM'; 3) jeder punkt dar Aohsa a bleibt 
imBtt 4) jada Garada wird auf eine Gerada abgebildet. Dein- 
gemaa konatruiart man dan konjugiartan Durehmessarn 
AS, CP iA^E,C,V Ellipsenpunkte) mit dem Schnittpunkt M- 
ein paraHelogramm, dessan Saitenmittan die A,8,CjP sindi 



6) iieha hier^u z.B. die in PuBnote 3 genannte Schrlft, 
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urid ergMnzt dieses SChrSgbild eines Ktirfelsi flir die 
Konstrufctlon der Hauptachsan ^ird davon mr dmr PuriHt W 
(mlt jAMj ^ flC^U 1 bsnatiqt, wahrand dia abrlg^ ' 
2eiehnung lediglleh d^r rMumliGtien Varansahaulichurig diant. 
D©r Krels durch M,M' mit Mittelpunkt auff a schneld^t 
daiin 0. garade in den Punkten^ dla mit M' varbuiiden die 
Hauptaohian geben* Dim SeheiteL erhalt man (ebanso wie 
€rforderllehenf alls w^itere Elilpsenpunlcte) mittela deir 
oben angagebenen Eiganschaften 1-4) det afflnan Abbildung* 

Streckungen in einer (affinen) ^bcae E Lassen si^h 
arein InzidansgeQwetrisch kenn^elehnen als diejenigen Ptr- 
jnutatlonin von ' E mit ^inem Fiscpiiakt, bmL danan jede C,a- 
rada in elne %u ihr parallele Ubargeht* Kan laigt ^ann be- 
IcaantLiah laleht, dafl eiria Strackviig dureh ihren Flxpuiikt Z 
\irid dan Bildpunkt ?* ainas BLn%±gmn Punktas P ^ 1 ^in^ 
deutig bastiifimt 1st. Ab^f dir Exi stanzbevais ISflt §ich 
iiizidenzgeoinatriseh nus^ anter Varausaetzurig das (affinen) 
Sft^^ei y&rt Pe4<t^gii€^ (odar ainer iquiv^alentari Badtngurig) 
filhran und ist niGht ainfaah. Dagegan kam inan untar ZMhiL- 
fanahma alnar gwatten^ lu E parallelen Ebana 1* im 
Raujn aina Streekung (von E) rntt dan verlangten ElgeiiacKaf- 
tan (dabal nattlrllsh Z ^ P* e^^) leicht heritallai^i Vqu 
alnam beliabigan Punic t S| ^ E' aus wird E auf E' 
projisiert (Abbildung ff^ von E auf E* mit P^^ als Blld-- 
punkt von P) und dann vom Schnlttpunkt Sg dar Gewdeii 

P'P" awe E' auf E zurttck (Abbildting tt^ von E* 
auf E mit P als Bildpunkt von ?*^) t die verkettung 
Tf^ o TT^ 1st dann die gewUneehte Straekung. In Fig, 11 wr« 
da S|Z E gewMhlt uiid dann E als Grundrifl- sowie 
SjZ als Aufriflabene (die Beieichntiiigen E, E* etaheri an 
dan Aufrlflspuren dieiar fibanen) ^ rtlr die Konstruktloii dag 
Blldpunktes von Q ( € E ZP) varwandat man bei di^ser 
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raumlichen Interpretation neban I'iZa die Aufrlflpunkta 
von 0, V t v/obal der Bildpunkt von R ist| daS 
nun auch PI 1|P'<1' sein muS (was natarllch eina ainfachere 
Konatruktion von QJ ermaglicht) , basagt nun geraae elne 
(affine) Spe^iallsierung dee l/^e^ecfeic^nit£>-S^Ee^ ■ (Eekan 
dar vollstanaigeii Vlereekei Sp P" » bzw, ft' 

und die uneigent lichen Punkte von PO, Bi) - Offanbar 
kann man entweder ij^ odar aber tt^ willklirliah wMhien 
und zwar atatt als ^antral- auch ale ParalleLpEO jaktion 
(S| bzw* ^2 1^^* ^^"^ uneigentlichar Punkt wMhlen) . 
Durch diasa rSuniliche Betrachtung konunt men aueh %u 
ainar ainfachen Konstruktion daa XhnlichkBits^entruins I 
von kollinaaran Punktepaaran (P, R) , {?' , ) mlt unteraln- 
andar und vom KulLvektor varachiedenan PR, P*^* (in 
Fig. 11 hat man S| als unalgentlichen Puakt su wtolen) 2 
Man bildat ein ParalLalagramiB PRR"F*' sowia den Schnltt- 
punkt von P*P'S R'R" und arhMlt damn 2 ale Sahnltt- 
punkt von PR mlt dar Parallelan zu PP" aurch S^. Im Falla 
Pr"^ P^' Cund daniifc T?'^ RR') gibt as natUrLieh kaln 
Xhnlichkaitszaritmm, da dann (P,R) durch dia Translation 
FP^ in {P',R*) Ubergahti in Fig, 11 hat man dann auch 5^ 
als unaigantlichan Punkt 2u nahman und erkemt, dae jada 
Translation von E als Verkattung iwaier Parallalpro- 
jektionan von E auf bEW, umgakahrt dargastellt werdaii 
kann* 

FUr baliebige 2entral= odar Parallelpro jaktionen ffj^ 
von E auf E* b^w. un\gekehrt ist itj 0 alne Strackung 
odar sine Translation (von E) und Ewar latiteres ganau 
dann, wann ent^ader , Parallelprojaktionen sind 

Oder aber beide Zentralpro jaktionen/ bei danen die Var- 
bindungsgerade dar Eentren %m E parallel 1st, Daraus 
argibt sich nun aofort, dafi die Menge aller rranslatlonan 
und Streckungari (^^on E) bei* des Verkattans abgaschlossen 
ist (und somlt bes. dlaser VerknUpfung eine Gruppa bildat). 



7) Sieh^ hierm ^schn. 4,4 des Buchae PICKERT, Pxojektive Ebenen, 
Springer 1955, 
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Naah dem oben Festgastellten kann man iwei solche Ab^ * 
bildungan mittele Proj ektloiien it (von E auf E' bgw, 
umgakehrt) als '^i ^ ^2 ^ ^3 Bchreiben und arhM],t 
dann ale Verkettung 

also wieder eine Streckung oder Translation. In Fig* 12 
ist dies fftlr den Fall von Zentralprojektionen n ^ mit 
nlchtkollinaaren Eentren und Strackungen it. 0 , 
^2 ° ^1^ ^1 ° ^ontren Zp Zj darge-^ 

stellt naoh ParaLlelprojektion dee Raumas (in ainar nicht 
zu SiS^Sj gahGrigaTi Riahtung) auf i| dabei bazeichnan 
P", dar ElnfaGhheit halbar dia Bilder dieaer Punkta 
bei der Parallelprojaktlorir dae gchraffierte Dreieck 
stallt dia Ebana E- dar und gegentibar Fig. 11 wird 
? ^ p ^ ^ m gesat^t sawim ala Bild von P" bai 
IT 2 aingefUhrt. Da dia Streekungsiantran kollinaar 
sein mUssen# arhSlt man damit den SatE von Desargueii (fUr 
die Draiacke ^]^2^3' ^T^2^J' ParspaktivitMtszantrum 
P" und die Perspektivitatsachsa Z|Z^)- 

5, Po^ Umthn2Adg\jQM.ieLl\n.m yon EckhoAt (1931) 

Zu nichtparallelen Garaden Q^h in dar Ebena E bildet 
man dadurch eina Varkniipfung # inE, dafl man P# 0 fUr 
? ,0^ i E als den Schnittpunkt der Parallelen zu q durch 
P mit dar Parallelen zu h dureh Q erkiart* Diesa VarknUpfung 
1st oi^aozicLtLv und <dmpotmt (d,h, P#P - P fUr alle 
P € E)^ aber nlcht koimutatlvr macht also E zu ainar 
nichtkominutativen idempotenten Ha.tbqKappt (ohne linkg^ eder 
xechtsneutrales Element) , Nlmint man h^q (in dieser Raihan- 
fQlga)als Koof dinatenachsen elnes affinan Koordinaten= 
sustains mit dem Koordinatenbereich K und ereatzt dia Punkte 
durch ihre Koordinatenpaare {XfLj)€K^, mo wird * zu der 
aus Untarsuchungaii tiber Halbgruppen bakanntan Verkntipfung 



8) Siehe z.B* T. Evans, Product of points - pome simple algebras and 
their identities, Ain.Math. Monthly Uf 362-372 (1967). 
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mit 

(jc,^j # {u, v) ^ (X ,v) EHr alle u, u € * 

Nach dein iibliGhen "Superpoiltionsver fahren" wird nun 3u • 
eine der EinfaGhheit halber ebeneo begeichnota , ebanfalls 
assoziative und idempotente Verkntlpf ung in der. Menge aller 
Abbildungen dea Raamas in die Ebene E erklMrt durch 

(a # B)(P) ^ a(P) #a (P) fUr alle Raumpunkte 

a # B cntsteht somit durch "EinBchnetden" aua den Ab-- 
bildungen a^g| ungenauer forniiilierti Aug den Btldern 
aF , einer rMumlichen tlgur F entstaht durch EiniChnai- 
den das Bild (a # 3) F, 

Ea taueht nun sofort die Frage auf, welche Mengen von hh- 
bildung^n dea Rauniea abgeachlcsaen bez. einer solchan Bin- 
^dmUdtvtnkmpfiung aind. Dag trifft j^danfalls lU fUr di€ 
Menge aller Parallelproj aktlonan des Raumes auf E; d^nn 
fUr zwai solche Parallelpro jektloneii rt , tt ' und Ewai 
Raumpunl^te Pr S ^ E (wagan dar Idempotenz der VarknUpf\ing 
und der r ixpunktalgenschaf t der Punic te von E bei alien 
Paralielprojaktionen auf E dUrfen ^ir una auf Punkte 
4 E beishrankan) gibt es im Falle P(l ]| E eins Trans- 
lation und andernfalli eine Streckung (mit dam Schnittpunkt 
von pn^ E als Zentrum) dea Raumei , die P, irCPir ir'(P) 
bEw* in ff(n), ttMQ) and daher auch (t #tr*)(P) in 

(it # 7T* )(0) libarfuhrt, so daB also auch fur w # tr* dia 
Verbindungageraden der Punkte P,2 wit ihren Bildpunkten 
Darallel sind^ also eine ParallelprD jektion vorliegt* hM.m 
zwai Parallelprojektionen derselben rauinllohen Figur ^r- 
hMlt man alao durch Einschneiden (nach zwei beliebig qB-- 
wMhlten RiGhtunneri) steta wieder einte Parallelpro jektion 
der Figur. 

Pur die zeichnerische Anwendung wiehtiger let aber die Afa- 
QUditc&Mnhctt auch rfe^ Hmgi atten a^^lmA AbhUdanqm dg^6 Rmmz4 
in E gfigemifafi^i /edei E<Mdme.ldi\jmkmip ^,u.nfl * Diese J^geachlossen- 
heit erqibt sich uniTiitte Ibar aus der Kennzelchnung der affinen 
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Abblldunfen durch die Elgenschaft, drei kollineare Punkte 
stats antv/eder in denselben Punkt oder aber in drel kolli*^ 
naare Punkte vom gleichen TeilverhMltnis (wie die Urbild^ 
punkte) ilberzu£Uhren# und dem leicht zu beweisenden Sat^i 

ToAJtsimhaX^UM 60 glZt m^tdQA A * A' ^ B * 8' ^ C * C od&A 
dsu TnjLpiU (A *A', B * 8% C *C*! haJt da6 Te^^ueMoMjUi t. 

Von einer aLiischaulichen Darstellung einer rMumllchen Figur 
dureh eln affinas Bild in E wird nian nun abar varlangen/ 
dalB as nlcht in einer Geraden liegt , dafl also eine affine 
Abbildung auf i vorliagt; dann handelt as sich nach dam 
Sati von Pohlke um die parmllalprojektion einas ahnliehan 
Bildes dex Pigur. Dia Menge der affinen Abbildungan auf E 
ist aber nan geganUber kainar EtnschnaidavarknUpfung ab^ 
gaschlosseii; denn wMhlt man ein Koordinatansystem in E 
via oben mxk den EingehneidariGhtungeii passend und im Rauin 
dann ebenfalLs ain (beliebiges af fines) Koordinatansyitajti^ 
so argeban die affinen Abbildungen a, $, bei denan deJf 
Funkt mit dam KDOrdinatantripal iKfy,z) als Bilder die 
Punkta mit den KoDrdinatanpaaren {tjfZ)f (^pij) hmt, wagan 
{y ,i) ik ix^y) ^ iy,y) aina Abbu.idung a B auf eina Ga- 
rada , 

6. Bct^ mn Pohlkg {UB3) 

In saiiier ursprUngliehan und in dar Darptallandan Gaometria 
maletens banutztan Gastalt besagt diaaer Sat^i Jerfe^ rUaht- 
koiLLne.a/L€ VnyihttqimdmLpiZ {Op A, B, C) <n glnoA Ebmo. boJ. aln2A 

QmdHMp€l6 {0\ A', S', C*] 4m Zaum, rfew e^n Tnlpgl gloAahlangMf m- 
UmndUi onXhogonalQJi HktoKtn iO' A' , O'E*, O'CM bltda^. Da nun 



9) Man wird In der Praxis daruber hinaui natQrlich forderni dafi dae 
affine Bild auch nicht "anganihert" in einer Geraden liegt. 
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fiftGh dein aus der llnearan Algebra Uber linear© Abbildungen 
Bekennten Quadrupeln dor genannten Eigensehaf ten itetg 
etne (sogar ganau aine) affine Abbildung das Raumes auf 
die Ebene eKlstiert, die (0*, A', S', C) in {0, A, B, C) 
UberfUhrt, kann man den Satz von Pohlka auch in der fol- 
ganddn Forni aussprachGn und beweiseni Jade aj^jfuie AbkUjdU¥\g 
de4 Rcu^e^ aa^ ?4ne Efeene l/eAfe&<.taiig e.in2A KhntichkQAX6abhll±ing 

Zuin Bewais Btallen wir ftlr sine affina Abbildung a des 
Raumes auf dia Ebana E zuarst einmal fest, dafl dar Kern 
dar z\i a gahdrigan linaaren Abbildung (das dreidimensio^ 
nalan auf dan ^waldimansionalan Vaktorraum) dia Dimension 
1 3 - 2) hat und daher die Urbildar der einalamantigen 
Tailmangen von E die Garaden eines Parallelenbtindals 
sind, Legt man nun senkraeht dieien Garaden aine Ebena 
E' ; so ruft a auf diasar eine umkehrbara affina Abbildungf 
von E' auf E hervor. Bin Krals in E' wlrd also 
durch a in eina lllipse (in E) UbargefUhrt. Daher gibt 
as in E' Punkta OS A', B' mit 0' 1 
\0'k'\ m \0*B' \ der art, daS fUr ihra lildpunkta 
aiOn m Of a(A') ^ A, a(B') ^ B gilti OA 1 OB, 
\0B\ < \CX\. FUr ainen Punkt C 4 0« mit O'C 1 E' 
haban wir dann a(C') ^0. Wir nehmen nun ainan Punkt A" 
(siahe dia Zweitaf alprojaktion in Fig. 13 mi t E als 
Grund- und OAA" als Aufrifiabane) mit |0A"| ^ |08|, 
OA'* I OB, AA'' (d^it also auch AA" i OA"B) und daiu wai- 
tar aine Xhnlichkaitsabbildung S mit 
6(0') - 0, eCA«) - A% 3(8') - B, Far C*' - 0(C') 
argibt sich dann OC* i Ok'^B, also OC" (|AA", Dia affine 
Abbildung 0 o a IMSt nun 0,8 fast und fUhrt A",C" 
bsw. in A,C Uber, Dasselbe gilt aber von dar Parallal- 
projaktion tt auf E in Richtung AA*% so dafl e o a ^ w 
und daher a ^ B o ^ folgt. 
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GEOMETRIE IN PER GRUNDSCHULE 
H, Preudenthal, Utrecht 



Ftir una kommt dle^a Konfereni ainarseits zu frUh, andarar- 
salts garade Eur rechten Zeit, Zu Ertlh, als daS wir Ihnen 
vial von unsaran Erfahrungan erzMhlen kSnnten/ gerada iur 
rachtan Zmit fUr unB, urn im Intaraasa unsarar Entwtirfa 
racht viel von Ihnen larnen. 

Mit dam traditionallen Gaomatriauntarriaht und seiner 
jUngstan Weltarantwicklung habe ich tnich vor ainigen Jahren 
auf einar Konfaren^ in Carbondale und danach in ainam Bu- 
□he ausainanderga&at^t. Zwai Stramungan hattan slch damals 
abgaEaichnet, eina^ dar dia Geometrle galagan kam* um 
zaigen, dafl linaara Algebra eu atwas nutia ^ar, die andara* 
die maintej die Geomatria "rattan" zu mUssan und zn kfinnen, 
indani sle Geometrle-Untarricht durah Untarricht in dan 
Grundlagan dar Gaometrie arsatzta* Dam stellta iah malna 
Philosophia gagantibar: Geomatria als Erfahrung und Dau- 
tung das RaumaSrf in dam wir laban, atmen und uns bewagan, 
Und das paBta dann gut zu mainer Phllosophie vom Mathama- 
tikuntarrlcht schlaehthin: l^^matUlminQ von KameA^ahmngm 
and -zxpzAMno^ntm aJU E^l&pi^Z von UathmatUlMinQ sMgckthln, 

Ala ich main Buch sehriabr war von diaaar Basis aua main 
Blick naeh oban garichtat, Konkrater geeagti ich stallta 
mir ainan GepmetrieuntarriGht vor, dar im 7. Sahuljahr 
(ala arstem naeh unserer Grundschula) anfMngt, dar sieh 
ja naoh dar Anlage das SGhlilars kUriar odar linger oder 
gar ausschliaBlich auf nullter Stufa bawagt, dar zum lo- 
kalan und viallaicht auch globalan Ordnen fortgchreitan 
und dar bei manchan mit dam Einbau dar Gaomatrie in ain 
Systam dar Math«matik endan maga* 

Von dam habe ich nichts zurUckzunahm^n. Wohl habe ich ihm 
nun Weaantllches hinzuzufUgan, und iwar allarerat und 
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pringipiell eina Wendung dar Blickrichtung. Nicht, dafl 
ich Nauland entdeckt hStte. Wag ich entdackt habe^ ist 
vielmehr seine Bedeutung, sain© Relavanz, die grttfler ist 
als ich as damals ahnte* ja die vialleicht antscheidand 
ist, Ich babe dia Bedeutung der Gaometrle fUr das Grund- 
schulalter erkannt, und as inachta mir gchainan, dafl as 
ohn© Gaometria auf der Gruridschula fUr viele auch keine 
auf dar haharan Schule glbt, DaB ich das entdeckt habe, 
vardanke ich den Kindarn im Grundechul- und Vorschulaltar , 
mit danan ich gearbaitet haba, Em waren nur weniga^ aber 
dann antscheidende Baobachtungan^ dia mir den Wag wiesan* 
und da wurde mir klar, dafl wir atwae versMuman^ unwider- 
ruflich verpassan, wann wir Kinder im Grundschulaltar nicht 
der Gaomatria zuftihrant 

Bai unsarer Curriculumentwicklung hahe ich dahar auf Geo- 
metrla gadrungan, Man hat gaEdgert, bagraif licherweisa, 
dann sidh zur echlechthin unvermeidlichen BUrda noch die 
dar Gaomatria aufguhalsan^ k6nnte einem schliaflliGh dan 
Hals kosteni VorschlMge, wia gut auch gamaint, sind laich- 
ter getan als ausgafahrt. Man achob dia Gaometrie auf, 
nicht auf dia langa Bank, iondarn ina "garada" Jahr (1973/74 
waren wir mit der 1., 3., 5* Klasse beschMftigt und nun 
wird as die 2*, 4., 6, sein) , Da soil sich dia Gaoinetria 
racht antfalten. Darum k5nnen wir Ihnen noch v?anig von Er- 
fahrungen ar^Mhleni ain Jahr spMter wMre das atwas andarns, 
Doch haban wir auch schon im Augenblick AnsMtie arprobt, 
ausgagprochane Geometrie im Gedankenexneriment, mit klei- 
nan Schtllargruppen und mit Eingalgangern, und davon warden 
Ihnen noch Baispiele gazeigt wardan. 

Doch ist das nicht alias. Es tut sich auch schon im 1 . , 3., 
5, Jahr unseras Entwurfs dem Batrachtar allerlai auf, daa 
ar, ja unbefangener ar sich ihm nMhart, und ja mehr ar 
sich darin vartieft^ mit inmer krMftigerar Oberzaugung Gao-" 
metrie nannen m6ge, und dam wende ich mich schnallstens ^u, 

Ja, wm Ut GmmgtAlg? Dafl dia Geometrie nicht erst mit dem 
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Formulleren von Deflnitionen und Sit^en anfMngt, babe iah 
genUgend ausainandergaaetgt i auch das Ordnan VQn Raumey- 
fahrungen, daa diesen Definitlonen und SMtzen fUhrt^ 
ist schon Gaometrla* Ich gahe nun aber weitar gurtick^ iah 
ateige hinab in die Bntwicklungsphase, wo daa geometrieaha 
Irfagsen und Deuten der Wirklichkait noch nicht von ainra 
varbalan Begrif f sappurat und seiner tachnischan Hantierung 
gastUtit wird, wo dai Geomatrische noch glaichberechtlgt 
naban dem Varbalan iteht Oder ihm gar an Wirkungekraf t 
Ubar lagan ist. 

Salt ieh junga Kinder beobachta und das hat mit der Ba- 
obachtung mainer eigenen Kindar angefangen - wurde ioh 
inunar wiadar von det Kraft dar Obariaugung getroffan^ mlt 
dar sie intuitiva Miungen mathamatischar Aufgaban ^ gera-- 
da auah von rainen Rschenaufgaben - varteidigtan, Fragta 
inan sie# wann sia aine Aufgaba galbet hattan, nach dem "wa- 
rurn?'S so ^ucktan sie mit den Achialn und aagten "Iah sahe 
as so". ^■ 

Ich hatte eigentlich ala tibersuhrift meinas Vortragss dies 
left 6ght u 60 wMhlan wollani mit danselban Worten haba ich 
in ainam nauan Buoh ^uah ainen Absohnitt tibar Geomatrle 
Uberschriaban* "Ja, was iat Geometria?;' fragt Ich vorhin. 
Geometria im Grundschulaltar 1st das, was von dar Varhal-- 
tansseite dee GrundgehUlars gakennieiehnet ist durch die 
Haaktion "ieh seha m so" au£ dia Frage "warum^"* In mei- 
nam vorhln erwMhnten Bueha habe ioh dia Geometria da an-- 
fangen laasen, wo man sich bemUhti sioh bemUhen solltef 
vom Larnanden aina andere Antwort ale daa Siohbarufan auf 
eina innara Gaaichtserf ahrung gu arhaltan, Nicht^ dafl ich 
diasa Antwort damals night arnst genoinman hMtte. Kenn das 



1) Das ist aine Obereetaang aue dem Holllndischenj wia deutsehipra'^ 
chige Kinder es auedracken wQrdoi, wilfita ich nicht; als meine Enk^linnen 
in den Vereinigten Staaten waren, beantworteten pie die Frage "Why?" 
mit 'cause", ab#r die F^age "waarem'' mit "ik zim het go'*. 
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Kind erkia^ti dafl es etwas 6Q aiehtr so Mil man as unbe- 
sehan glauban, Ich habe es viele Mais arlebti das Kind im 
Grundschulalter sieht vieles, das Erwaehsana nicht sahan, 
mit alher Unmittelbarkaltr dia una ganz framd'ist. Ich 
meine^ dafl diase Gaba - aine Gabe ist es slGher » unter 
6mm EinffluB dar Entwicklung varbaler FMhigkeitan atwa im 
11, bim 12, Lebansjahr varloran geht odar abgaBahwMcht Oder 
verdringt wird. 

Nun ist es kainaewega bq, dafi man aieh als Lehrar durchaua 
mit der Antwort "ich sahe es so*' der Kindar im Grund-- und 
Voru. .iUXaitar %u bagntlgan brauchta* Ich habe in den letEtan 
Jahran Hittel gafunden, wia man diase inneren Visionan sich 
spzusagen auflarlich sichtbar kondensiaran lassen kann. Eincjr 
diaseir Kondensationskerne iat as* wenn man mahrere Kinder 
untarrichtat, dam Kinda, das "as so siaht", aufzutragan^ 
as den©n %u erkl^ran* die es noch nicht sahani in der Wan- 
dung vom PrUf ling zum Unterrichtendan kannen dm Kinda ad- 
equate i^uadruckamittel erwaahsen. Bin andater Kondansations-^ 
karn ist as, dam Kinda auf^utragani "Eaichna (odar modal- 
liera^ odar seige) , was du siahst"* Kindar^ mit denan man 
dies tralbt, gawahnen sich schnell daran, ihra Antwortan, 
ja sehon ihra Msungsversuchaj^ mit solchen siehtbaren Ar- 
gumanten isu illuatrieren. 

Doah blelbt aa oft bei dam globalan* nicht kondanslertan 
"ich Bmhm as so"* das aban die Geomatrie im Grundsehulalter 
kannzaiohnet, Der Gaomatrieunterricht in diesem Altar mBga 
dam "ich a«ha as so" Kondansatlonskarne anbiatan, soil 
aber nicht durch die Magliehkeit von Kondansationen ba- 
stiinmt seln. Alias, was sich im Gaomatriauntarricht an 
verbalar Ausdrucksf Mhigkait erraichen laat, ist mitganomnfan, 
abar der verbale Ausdruck sei nioht das ziel* Ich haba das 
Ubrigans ichon frUhar hinsichtlich d^m Anf angsuntarriehts 
in der Geoinatria auf der hdheran Schula batont. Zu lange 
hat man verauaht, im Gaomatrieuntarrlcht statt Geomatrie 
Ihran vmbcLlm ku^dAuak vamitteln/ und gwar Kindarn, von^ 
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denen viela noch nlaht dieses Ausdrucks fShlg waran. Leit- 
ziel filr den Geofnetriauntarricht auf dar Grundschule mmi 
mm dagagan, dafl GgomaMt untarrichtet warda* Dam Feinge- 
fUhl des Lahrers^ der gerna die GadankengMnge der Kinder 
sich in iaubaren Forinuliarungan niadarichlaqen siaht, muO 
as Ubarlassen bleiben^ schMtEan, wia wait ar dabal 
gahan kann. Wird das *'ieh aaha as so" durch Staitimaln das 
SchUlera odar auferlagte ErkiMrungan das Lahrars arsatzt, 
so ist man didaktisch kainan Schritt waiter, Jadar, dar 
zu untarriahtan hat, prtifa bai sich selber^ wie schwer as 
sain kanHf das waa man klar und dautlich siaht; auch noah 
zM begr^nden* Dafi mm sahr ntitzlich sain kann, iit ein 
Zwaites, das erst durch systamatischas Oban von ^weifaln 
an dar Intuition motiviert warden kann, 

Soweit maina Philosophia vom Grund-* und Vorsahuluntarrieht 
in dar Geomatriei von ihr aus will ich Lahrstoff und Larn* 
prozasse analysieranf so wie ich ihnan im Laufa dar Zait 
bagagna. Is wird Ihnan dabai auffallan, wia vial davon man 
kaiam als Geomatria^ Ja sogar kaum als ainan sines Lernpro-^ 
zassas war tan Lahrstoff anspreohan wUrde, Ich glauba in 
der Tat^ daB wir uns zunMehst einmal von traditionellan Be-- 
wertungen f raimaahan und unsare Sinna alien AnEegungen 
6f£nen mUssan, wie garingftlgig sie auch sehatnen magen, 

Ich fanga mit einar ganz razentan Erfahrung an* Wir sitzen 
bai Tisch, Bastiaan gagantlber sainar klainan Schwaster, 
dar vatar gaganUber dar Muttar, dia GroBmutter gegantibar 
dam GroBvateri beim Machtisch sagt Bastiaan (4i3) piatz-- 
lich, mit seahs Johannisbaeran auf dam L5ffalcheni "Es 
ist sovial, wia wir hiar sind" * leh frage "warum?" , und 
ar antwortet "ich saha as so", um aber gleich fortzufahren 
"zwei Kinder , zwai Erwachsena (sic), zwei Opa und Oma"* 
Vermutlich lagen die Johannisbaeran auch in der WUrfel-- 
Konfiguration der Sachs , in der wir sm Tiseh saflen, auf 
dem L6£fal, i^Dar das konnte ich nicht sahan. Die Gaschich- 
te war kain Zufalli am nachstan Tag im Park sagte ar mit 
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vler Schneebeeren auf dar Hand "das imt govt<&l^ wie vflr 
luhftusa wohnen", Bastiaan Lut noch g^nz unaioher mit dsn 
Eahlanf und zm zMhlen weigert er slch hartntoklg* Was den 
Zahlbegriff vsrtr±tt# so ist diasar, wie Beobachtiing 
. leigt, geometrischer Art, und das mag in dam Rlter isormal 
sein* Unsare mengentheoratischan Vorurtaile schraiben 
uns vor, dia Relation, die Bastiaan zwischan d@n Johannia- 
baeren und den Parsonen bar ^uata lien eaheint^ als ainain-- 
deutiga Abbildung zu intarpretlereni sia Irt abar globalar, 
niaht ZM Elamantan atomieiert, sondern eu ^jfUppiarungen 
strukturiert . Habe ich recht? so atwas GeometPle nenneii?^ 

Bastiaan spielt mit Bauarsfelds WUrfalspielp a:e packt dia 
WUrfel ein, indem ar lautar rote FlEahan an die ObarflMahe 
bring t. Em gibt da 31 WUrfel mit roten Seltini 3 Riihan 
2U 8 plus aina zu 7 in dar Sahaqhtal antlopktn ihin dan 
Ausruf '*da fahlt einar", Imt das Geometric? Aus ^aunitUk^ 
ken baut ar den Zaun elnes Bauernhofi auf ^ "das inu3 i© 
lang wardan wia das" sagt ar und maint Gagenwltan einas 
(atwas kruiranan) Rachtacks* let das Geomatrla? 

Wir warden atwas staharer in der BeantwortUjig dieaar rra-^ 
gen, wann wir zu hSheren Altersstufen ioxtBQhtmitmn* Das 
arsta Jahr unsarar Arnhaimar Intwirf schule Ist von dem 
P/Lojgkt '*Wa66m£and*^ arfailt, Eb ist alna Mlli^ahenins^l^ d^ran 
Bild stets vor dar Klassa hSngt* urd n^af ^s&t dia Kindar 
sehnall in alien Einzelhaiten ^uhausa sind, gibt auf 
dar Ii jal Tttrma, Mtibi'in^ Brtickan, komplizi#rte G«eba\ade^ 
Anlagest©llen, Wage und Wegweiser, Was ataht wohl auf 
den Schildarn diesas Wagwaisers, r wann i&iw Wegwei^er 
mit Aufschriften gegeben ist? * onnta der itah^an? Be-- 
sohraiba ainm, der as wissen will, wia man wn dar tola- 
gastalla zur MUhla kommti Wie wait ist as y^on hietf his 
da I und wo zwisGhen MUhla und Turm kfinnta ein >legwelser 
mit gewissen Zahlanangaben stehanPWas siebifc du m ddsh 
harum, wann du an diaser oder jener Wegkrau^ung stehst? Wie 
kannst du von ainar Seita dea Flusses auf diM andare koitiman? 
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Wo konwftt der Flufl her? Wie klettecst du au£ dai laerkwilrdi'- 
ge Gebauda in dar rechten Ecka? Und vfelter sine frofie 
Zahl TOH Lageaufgaben* wo die ia StCieken gaschnlttena In-- 
sal (abai in andereni Maflgtab) ^usananeiigasatzt werden soil 
land umgakahrt Auf gaban , sie naeh Mustar zGrschneldinr 

Ein wlehtiges Prinilp iat es hiferbil, Avfgaden umsukahran 
Ich name es den Stth^gchMttt "vas iteht au£ diesem Weg^ 
welsar?" ^ "8*8116 diesen Wagweisar aufj "vras siehst du,. 
v^ann du hiar atahit" , "wo stehst du# wm du diai siahet?" 
Ein Baispiel dessen stnd die Blldar^ die ich Ihnan jet^t 
zalgaj sle arwlesan slah slXb nlcht lelcht, aber doeh aiieh 
aieht als aahv^ai? fttr die Kinder, dia die Insel van 
A bia E kaniitari, Und ala Variatloii hlarauf, auch aua ilnem 
Miilaur da J dla Kinder gut Kanneii, Phates daa SehuigebMudss 
und aainei Vor^ und Hlntergrurides* "Wq atand der Phcto-^ 
graph? I* lautet die Frage, wait von der Schule mnt^ 

farnt?" Guakan sta selbar einm^l fanau? vfle stellt man 
daa £est7_ NafcUrllch bel diapam BlLd stand die Kamera gan^ 
aaha, bsi jenan etwae ^aitaf^ ^eg< abar wia atahb ai mit 
dan und mit dam dert? Ja nattirlleh., wis i/eit daa Ho^hha\ia 
ttbar dan Daehfirst der Sahula hara^sragt, daa aatapti^ht 
nionoton dar Entfarnung der jCantera von dar sahulfaai^d«* 
KMtta man recht^eitig datan gedaehtf bq vrara dem Photo*- 
graphin gasagt wordan/ et lolLa aieh allan vlar (odea: 
noph mahr) Aufnafman auf eine tind diisalba Gerade (^tva 
eankraoht zur Sahulfassada) atellaii. Oder uingakehrt« 
h^tte Ihn garade unter veriehiedanen Winkaln, abar im 
gleiehan Abstand photographiaren lassen* Oder man hMtta 
ihn an faster Stella dan Apparat ienkraoht achwenkan las- 
sen * so daB mehr cder wenigar Voider grund und Hinta^gacund 
aiif die Platte kSine. Sovlal Syatematlk lag 4m Entvmrfer 
bet^ ersten Ansats farn, goll inan sich Ihr bai dat 
vision varschreiben? Soil roan eolch ein Material schon 
ftir 6-7 jMhrlga lo strukturtaren und stlllslaran^ dafl inan 
da drei Parametar sMubarlieh trannt, odar soli man gerada 



« 

165 



154 



die TrannuRg dieier drei Paramater von dan Klndern selber 
herausarbeltea lasien? Elne prinzipielle rrage, wie welt - 
anzubietendes Material schon vorstriiktuiiert sein soil - 
ich neig^ dazii, gerade ^j\jngen Kindern das phMnomanolo- 
gisch reiahera, Isi Strukturierthait Mrmere Material an-- 
i\ibiatan und auah b^l Mltaran jedenfalls mLt diasar Art 
von Matairial an^uf^gerii darum lieba Ich aueh loglicht 
BldGke nlcht, Je man fortschreltct^ desto acbtrfar 

maga dann die geoMtrische Struktur herTOrtreten. timd aiira 
Fortechr^iten biatat dias Motiv waite Pcrspelctiven. Ei 
ist ain HotLVr das man vertikal^ vom Kijidergarten bis in 
dia haehsta Ktassa des Kathematikunterrlchts antwicKeln 
kannta* Von der qtialttativan Trennung d«r drel Par^nater 
zur Behandlung das reinen Palls, wq nvir einai v&riab^l 
1st I vom rein qmlitatlven AbschMt^an des Abstandei^ tMmr 
Blickwinkala zur Irkenntnis und Pormulierung der Ka^^oi-onie 
der Baiiehung, vom Ablesen der quantitattven Beziahvy^flfen 
aus dar Zmiahmm odar dem Model! gur Uinkehrting dieses 
Baziahungen und RackschlOssan, von dec Mlehneriich g3c- 
pariinantallen 2vr echt geomatrischen Behandl\ing, bis hln- 
auf lur Varwendmg trigonometrischer lunktionan und Matho- 
den aehter Faldinaisung - eine FUlle vom Aufgaben* in 
deran Folge Wan eine Stufung des Lernpro^esses klar er- 
kennt. Ein viielversprachendas Motiv v«rtikel«r Lahrstoff-- 
planung, wovpri aber nichte bis jet^t erprobt oder auoh nur 
im Entwurf vorhariden ist. Wir haban uns noch nicht einmal' 
Ubarlagt, was die entscheldendan Schritta In diasem Lern- 
prozaB und weaoham ^Iter sia gamMfi mmin kdnriten, Ich maina 
so etwas wie die Idee, dafi das Licht sish garadlinlg fort- 
pflanzt^ Gderikonkretars dia Taohnik, das Varhaitnis des 
Betraohtari i«m Batrachtatan in elner ^aichriung zu objek- 
tivleren^ to Aai Auge das Betraohtars mit den batraehtaten 
Gegenstandan ^aradlinig varbunden ist and dia gagensaitiga 
Laga diasar Verblndungsgeradan Gegenstand dar taalyse \^ird 
wann kannta das im Larnproiaa operativpr ^^ann hewflt^ wann 
formulierbar -werdan? 
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Von dieaam Gegtnitafide v/enda Ich miqht einem zUf dar von 
una elnigarmaft«n Im 3, Schiiljahr erprobt worden lit^ aber 
auch eehon ini 2, Schuljata paste i GwmiA/Ug 4m GaMvl, 
kUx2€Ste Glttewsge# testande Ini Gitter, und zwar nioht 
nur in dlraktar Porin (wglchan Abstand haban A und B?) ^ 
sondtrn aueh das Oi^ekehrtas saehe die PunHte in gagebenem 
Abitand von Ai Han fceobaehta die Sohtilw bel diesen Auf^ 
gaJDasif %*ie der eine frtlher / dar aridera spMter die Syramatrie 
dex Ii5aung erfaSt und auf die Syranetrie des Gitters griin- 
detr mit waleher Selbi^verstMndlichkait aksaptiart wird, 
daB die Lfisuiig Pich aus gexadlinlgen "Streckan" ^usanunan- 
aet^t,^ und daS die den ^ersehledenen M>stMnden entsprach-^ 
enden Flguren Shnlich sind* 

Auch diesas Motlv kaan man v^artlkal planan« Wann und wia 
kaim der Bchtiler bsgrUnden ^ daS die L6 sung so aussahan mu0 
("weiin sankracht ains w^giMllt, kennnt waagacaaht elns^ 
hin^ii'*) i dad die tSsMn^m wachsandam Abstand induktiv 
aua den vorigen abgalaltat wmicdmn kdnnen? 

Maine ersten Exfahrungan mit Geamabria im Orundachulaltar 
be^iehen sich auf liftkcUt^b^^Qhmngm efaene^ Vigmm, In mainam 
Buch er^Mhlta ±ah dla Gischichte von einem roelner SBhne, 
dar sieh lelber die berthmta Aufgabs dar Quadratverdopplung 
aua dem "Henon" ifcellta und in sainer Keisa l^sta^ Mit 
ainex Inkalin (und danaah mit anderyn Klndacn) malta ieh 
es gam andera. Xah steilte ihr die Aufgabep das geiaiahna- 
te Qtiadrat durch aineis doppaltan Inhalts ari^tian; als 
es ihr nach halbittindigar Anstrengung ntcht gelang# var- 
trastate ieh sia auf apMtar "as ist noeh m\i lehwar ftir 
dieh, aber spMter laige Ich mm dir elnmal", Vlariehn Taga 
danach kam ich mit dmi Nagaibrett, liefl sia von Gunmiirln- 
gen begranztei schSn achasnparallela Raahtaeke bereohnen, 
lies sie auch Ftgiiren mit gagebenem Inhalt umgranien (fUr 
10 natun sie min 3 mal 3-Quadrat mit einem "Balkon") , Dann 
umgranita ieh eln "sehrMges" Quadrat (mit der Dlagonale 
dea Einheitsquadratea als Saita) , und sie sprang auf und 
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sagtei "Das lit swei, iind die WBunq der Aufgabe ram 
vorlgan Mai" * An dieae Entdeckunf schloB siah alns Relha 
ahnLichar Aufgaben an, die mim mich tallwelsa selbst 
staLlti. line Brvmchsener die uns .beobaahtet hatta, xtef 
entsetit ausi ^Pfas traibst du dm mlt dem Madchen* al« 
kefint doQh noch nicht ©inmaL den Pythagoras 1" roh fUxGhts 
lilder, dmi si€r wenn sie den Pythagoras lernen miB, die 
Freuds an der Geomatrie veiloren haben wird. 

Inhaltsbarechnungan m^:' in aach der Qegenitand eines ThOTas 
£U^ 8--jMhrtgat Tlu^ibi^%^ IMQmg , Eln mit einem quadratisohen 
Glttar iiberioganatJ Bechteck war duroh Verbiiidungss*r«cken 
dti Gttterpunkm tn schnurrigei anzusaitBnenhMrigenda StQcka 
vaxtetlt und sollte nun parsalliert warden, in anitEndi- 
ga Bttlckai wobei jadar Bauar diase3.ba FlMcha bakam* via 
er Ilia gehabt hatte , Bai den KiTidf.rn konnta man drai 
Nii/eaus dar Behandlvng beobachtsrit erstens das .des "Zer- 
lagans und Anklebens" (Fig. Udas srlirA"f larta Draleck 
wild oben recht angesatf^t) , und zw&Ltenm daa Uas Ickalan 
Ergansians (Fig. 2, dai eu terachnend^ Dicaieck wird mittals 
daa schraff lartan ainem dOppait m groflen Rachtack 
arqanzt). Bai dieean zwel wird ein gegebanai Vialack 
(Fig, 3) in Dreiacka und rrapaze Eejrsehnittari^ dla gar- 
legand-anHla^aftd odar ergani^and b|iitodalt warden i das 
dritta Niveau 1st Erganiung im Groflan, d,h, Einschliafiung 
dar gagabanen figur in ein Rachteak, von dein dar UbarBchufl 
abgazogan wird - in elner 3* Klasie kain nur ain Schaier 
spontan auf dieaea Kiveau dar Behandlung. 

rig. 1 Fig, 2 Pig* 3 
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Ich komie lurilok eu dan geomatrisehan Letatungen des 
MMchaiiS, das muf dam Nagelbrett die Vardopplung des 
Quadrats erkanate, Ich stellta ihm einmaL die (wohl 
vialan untar Ihnan bakannta) Aufgabe, die L-fttrmiga Pi- 
gur in viar kongruante Tails zu zerlegan^ dia antsteht, 
wann man aus €tnam Quadrat eina Vlertaiquadratacka aus- 
sahnatdat, Sie Eaichnete augenblicklich die Ldsung, 
der ihre Muttsr aine halba Stunda brauGhte, und die 
ihrar Grofimntter niaht ,^elang. 

Eiii andares Mai brachte ich ein Schachbrett und elnen 
wUrfel mit, dessen Seita auf die PMchar des Sehachbretts 
paBtap Dbx TOrfal sollta wiadarholt auf dma Schachbrett 
gekantelt vrarden, und die Praga lautate^ ob ar auf jedem 
0^XA jade POBitton annelmien konnte* Das MMdehan aagta ^u 
'jadan Kantelv/eg, dan der wUrfel lurUcklegtef schnallar 
die Endpoaition voraus, als ich ea ejcparimehtell nachprU- 
fan konnte, Dadurah, dafl sla alles sah, war as unm5glich, 
das MSdahari auf Fahrten das Raisonnements gu setzen, mlt 
dem ein erv^aGhsener Mathamatikar das Problem behandeln 
wiirda* 

Ich habe mlt dam MUdchan, das auf dar Sahule Bchlecht Im 
Rachnan ist, vial deomatria gatriebanj was mich abar aro 
tneisten Ubarrascate^ war die folganda Gaschlchta, Ich ba- 
suchte melna Kinder^ und wia Ublich verf.an.qt^^ sle eina 
Aufgaba von mir. Ich war milda^ und da mir nichts Gesehai- 
tes einfial, gab ich ihr aina auf von einer Art, dia 
ich nicht Ilabai Zwai Fraunde Eitzen in einer Knaipef wo 
man alles , was man vox Mitternacht hestallt und erhalten 
hat, vars'-hren darf / aber nach Mitternacht nichts erhSlt* 
Sla sitieii da, A mit 5 Flaschen Blar^ B mit 3 Flachan 
Bier. Ktarz nach Mitternacht kommt ain Drlttari harain, 
dem nichts mehr varkauft wird. Er schlSgt dm andaran vor 
dan Vorrat glalch zu verteilan, und sie gehen darauf ain. 
Als sie alles ausgetrunken haben, rechnen sie ab, d.h. 
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C Isgt 80 ct, auf den Tlsch^ die die anderen vertailen, 
Wie tatan sie das? 

Das HMdehen aehrieb 8 s 3 auf , f Ing naeh dem Verf ahren 
dec sahf Iftlichen Divlaion an^ um dann ampdrt: auszurufeni 
"Das gaht ja nieht^ varum glbst du mir Aufgaban auf # die 
nieht gehan?" lehi "Aber sia haben das Bier doch ahrlich 
varteilt^ und as ging*" Einan Auganblick war iia gang 
tlberrascht, und dann leiahnete sie aaht Rechtecke, die 
sia Bierflaichan nannte, aufs Papier, teilte Jede durch 
zwei waagerachte Strieha in drai Teila, die sle Viertal 
nannta. Sie gahrieb in jede dleser "kleinen Flaschen" hin"^ 
aiHf was A# was B, was C getrunkan hatta^ und das waren^ 
was C betrifftf 7 "kleine Flasehan" von A und eine von 
B, sia zeiohnete noeh die 8 "dubbeltjas" auf, urn 7 dem 
A und 1 dem B zu ge&en« 

Nach diesam "Erfolg" hatta ich dan traurigan Mut, ihr 
noch eine Wasserhahnaufgabe stelleni der aina, dar 
die Badewanne in 10 Hinuten, der andere, der gle in 5 Mi^ 
nuten fUllt^ und nun laufen baida ^usanmien. Sie zeiahnete 
die Wanna, ainen groBen und einan kleinen Hahn, teilte 
die Wanne in ein zweidrlttel, das vom groBan gaftillt wird^ 
und aln Drittel, das voin kleinen gefUllt wird, abar var-^ 
Irrta sieh schlieSlich in den BrUchenr dim sie nloht kanjita* 

"1st das Geomstrle?" frage ieh wieder, Sioher 1st es Ma^ 
thematik, und dananf die behaupten, Mathamatik besttlnde 
im Abstrahiaran, halte ish dies Beispiel entgageni Ge-* 
rade das Konkratisleren kann Mathamatik sein UathmcM- 
hl^m t^t k&aiAjQ KonkA^jbUlvim, nltM. Ab^J^ahMeAmt Em imt hier . 
ein gBometrisierendes Konkretisieran* Soli man nach einer 
solohen L5sung noch fragen "warum?"* Siy hat es ja ga^ 
sehen und mir in der Zaiohnung klar gazalgt, ^wlb sia ge** 



I) Hoilindigch "kwart" , das lia offer^ar roit "part" (Teil) verwechsel/^ 
til mim wuBta noch niuhti von BrClohen* 
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sehen hat - das ist ihr abrigens schon lur Gewohnheit ga- 

"Eiiia Gaburtstagsfeier mit %mhn Kinderni Jungan und MMd- 
chem als die HMlfte dar Jungen nach hausa gegangen war, 
bliaban neeh sechi Kinder Ubrig. Wiaviale Knaban und wia- 
viale MMdahan waren as?" Ste "sah" die Antwort, und die 
irklMrung, die eia ihrar jttngaren Sehwestar gab^ bastltig- 
ta die Bahauptiing, "Eina volla Milchkanne wiegt 10 kgi 
wann dia HMlfte dar Milch ausgagosien ist, wiegt lia noch 
6 leg I wiaviel wog dla Milch ur^ wiavial dia Kanne?" Sie 
hatte groBa Schwiarigkaiten mit der Aufgabe (as war Monata 
vor dar Biaraufgabe) * Ihr Vittar - etwas jUnger - hatta 
gerada Sehwlerigkaiten wit dar erstan und bawMltlgte mUha- 
iQS danach die zweita, Dabei muB ich sagen, daB Ich mit 
dam Enkel tiber ein balbas Jahr f rUhar das "Gawieht*' ba- 
handalt hatte, wMhrend ioh von dar inkelin nicht einmal 
nachgapriift hatte, ob sie wuflte, was Gewicht ist, 

GrdBen, wia Gewicht^ geometrisch %m interprati*ereni ist 
aine Notwandigkaiti die aber dan (mit LMnganmessungen 
schon vettrauten) Schaiern das 3* Schuljahres noch naha- 
galegt werden mufl^ die abar dann auch schnell ak^eptiart 
wirdi man IMflt Gegenstanda auf dar Waaga (ohne Gawichta) 
vargleichen und aufgrund dassen linear anordnen. Die bei 
dan LSngan of fansichtliche Linearitat wird ohne weitaras 
auf die Gawichte Ubernoiranan, wMhrend Fragen, die auf die 
TransitivitMt der Grttfiarbagiehung abzialan, gar nicht 
varitanden wardari* Man denka eiranal selber gut darUber 
nachi die linaare Anordnung ist atwas gaomatrlsch global 
Gagebanes, das auf weite Strackan durchaus ganUgt und 
keiner Analysa - etwa mittels des TransitivitMtsgasatas - 
bedarf I sia ist auch gagenUber dar TransitivitSt das 
PrimMra. Wann wir ale Mathematiker dla lineara Ordnung 
vom Transltivgeseti her varstahan wollani so haban wir^ 
wis es sich fUr den Mathematiker gah6rt# wiadar ainmal 
die Dinge auf den Kopf gastallt, Wenn wir das Ergabnls 



171 



160 



dieser Wandung Kindern auferlegen, lo begehen wlr mim 
(anti)-didaktiseha Invsrsion. Ich habe mich mit lahX-^ 
reichen sehr konkraten Ubungan davori ttbergeugt, dafl 
8"jahriga das bagrifflicha Schema der TransitivitMt Eber- 
haupt nicht varatehan ("wenn du schnaller laufst ali ^mt , 
und du sGhnellar ala der, was ist dann mit dir und dir 
dar Fall'% wobei ich dia Knaban jswells mit d^ Fingw 
anzaiga) * Dagegan Wstan alls 8-jMhrigen^ naahdem 
Gswicht (als linear© ordnung) erfahren and konstitulwt 
war, ohna Sehwierigkeit Aufgaben mit iwei gazeichnatiftn 
Wippeni wo A oban und B untan# B oben und C untan aal^ir 
und gar solcha mit A und B zusamnan oben gagan C und D 
zuaaimnen untan ^ naban A untan gegan C obent 

Ea ist natUrllch keina Fraga, ob man SchUier diassa Mtsrs 
wla haute sahr gebrauchlich in dar Arbeit mit der tran*' 
sitivitat^ etwa durch pfeildiagrmme axpliziertar R^-^ 
latiQnen trainiaran kanni wohl ist ea dia Frage, ob ^mm 
irgandwelGhan Sinn hat. Denn worauf as ankoimnti lit 4m 
Mathamatielaran realar Situationen mittels linearar Ord- 
nung. 

Wia schon betont, iat so atwaa durchaus nicht aelbatwr- 
stMndlish, Beim Gewicht verlangt ee von 8-jahrigen moh 
elnan Larnprozafl, und daa gilt sogar - man sollte m0 gar 
nicht glauben - bai der Zeit, Die Dif fareniiarung dm 
Varganganhait tat ihnen noch nicht recht bewuflt, Vmm 
ThmcL "2eXe - Larye - GaapWfe" ffing mit der in der Genarntlonan 
folge (Urgroflinutter , Urgroflvater, Groflmuttari Muttav) bild 
iich konkretisiertan Dif £ eranzierung der Vergangenh^it an; 
es fUhrta dann lur Tachnik dar Zeitachsai auf dar M^^^^o- 
und Mtkroabiaufa abgabildat wurden^ Dann kam ale erit6 
Graphik dia Mnganentwieklung einas SMuglings - ein Keaht 
natUriiehai Baiapial, da der saugling in seinen Entwiak- 
lungaatadien der LMnge nach aoiuaagen auf dar Tafel mt 
die Zeitachae gestellt werden kann. An der Steilheit dar 
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Graphik wird spontan die Wmehstumgeachwindigkeit ^ quali- 
tativ - abgelaeen. Eln Zaiahenfehler dmm Lehrers (ein zu 
kleines Intarvall) auf ^mr zeitachsa) , der da ein sohnelle- 
ires WachstOT vortMuscht, wird als solehar arkaniit, Bs 
folgan Eeit-J^ef '^ Graphikan, die elne komplizierta Raise- 
gesehichta illuBtriarten, und aus denen umgakahrt eharak- 
taristische Etlge der Reisa abgelesen wardenp 

Ist daa Geometria? Ja, wann auGh in einer anderen Funktion 
als blsher^ wo es auf dae Erfassen das Raumas ankam. Es 
ist hier mahr Dautung dee Raumes^ nieht um Ihn lu verstehen, 
sondern um mittels das RMmnlichen anderes dar direktan 
Auffaggung nicht lugMnglieha Begrlffliohe zu verstahen. Em 
ist das Gaometrisehe nieht um aainer selbst willen^ ion- 
dern - wie man heute aueh sagt - als Hodell, die Kurva als 
Model! der Funktion, dia Garade als Model! der linearen 
Punktion. 

UrnhMtfiU and pKOpo^Lon - sagte man ^rUher statt linaarar 
Funktion und diese Ausdriioka Bind iiraner noah zeitgemMfl, 
wenn auch dar globalera Ansats, von dar linearen Funktion 
har* der entwiGklungsgamMBe ist, Ich habe den VerhMltnlsbe- 
griff didaktisdhphanomanologisch nEher untersucht - darauf 
will ioh hier nicht eingahan* Es ist wieder ain Gegenstand, 
der zu vertikaXar Lehrplanentwlcklung harauafordert ; wir 
haben una seiner noch nicht ganttgend gewidmet* Wle stark 
mit Geometrlsehem varbundan er eingafUhrt warden kann* 
zeiga iah Ihnen mit ainem Trick, der au£ jadem Nivaau 
- auch auf dam Ihrigan - wiadar tlbarraicht. Ich laga etwas 
auf die Projaktionsf IMcha. "Was ist daa?" "Ein Kraisl" 
"Es ist eine HUnza, Welcha? , • » Kalne Antwort? Ich 
laga etwas hin^^u und sage Ihnan, daB as ain Ptlnf marks tUck 
ist. Was war dia ersta Manza? . * . Und dieaaM ist ein 
ZweimarkstUck Und dieses ain FUnfar Ja^ das ersta 
war ain iahnerp" 

Om wieviel vergrdflert die Projektion?, Betrachten Bia dan 
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stift auf der Platte, Hler haba ich genauso einen in mei^ 
nar Hand, Wie kann iah sie vergleichen? Sie nebenainander 
halten? Nein, dann sind sie gleieh groS* Ja, wieviel ver- 
groBert die Projektion? 

Sie verstehan wohl, dafi diesar geoinatrische Einstieg wir-* 
kungsvoller als der der numariaGhen VerhSltnisaufgaben ist* 
1st as Gaometrie? War mochta ea leugnen? Doch fehlt diaaam 
Gaganstand noch dar Raichtam wahrer Gaometrie i wia wir 
Mathamatikar ihn in klassischaran Ansatzen j; ^ttzan, 

Ich hatta bai una natUrlieh wiadarholt AbblidunQ6QgomatA.Ltf 
von dan Spiegelungen herkoimnend, prapagierti vor atwa 
aineni Jahr hattan wir achon damlt ^ auch in dar Grund^'^hu= 
la experimentiert ^ abet es paflta achlacht in dan Rahman/ 
in dam wir damals arbeitetan, und go bllab as schliafilieh 
unarledigt liagan* Sichar mtissan wir darauf zurUckkomman. 
Maine Mitarbaiter fUrchteten damals = und fdrchten wohl 
auch jatzt noch dafi dar Bagriff der Abbildung bai 
Lehrarn und SchUlarn nicht racht einachlMgt, Ich taile 
diasa Furcht nicht, aber varstaha ea , dafl man vorsichtig 
int , 

Was wir nun fMr die 5, Klasse antwickelt haben, ist ein 
Thma "laitf Ab^tand, GzAahuXindigktLt'' ^ Die Verauche fin gen 
mit der Gaomatrie das WUrfels an? und das f unktioniarte i 
wia mir von vornherein klar war, aur*gaieichnat , Es gab 
uns Mut, Zur Kugel , unserer Erdkugel , mit ihren Kreisen, 
GroSkreisen* Breitenkraisen ? Maridianen ^ und immer tibar^ 
miitlger wurden wir, Antipoden auf der Kugel suchen und 
auf dar Markatorkartei Das Ziml war die Raise urn die Er- 
de, bei dar man ainan Tag gawinnt odar varliart. Urn das 
2u erraiehen, war allarlai nbtig* Wia geht dia Sonne auf 
und unter? Wia miflt man ihra HShe? Wia entnimmt man einar 
Graphik, wann grofler und kleiner Zeiger der Uhr einandar 
alnholen* wann entgagangesetzt dia Rennbahn Umkraisande 
einandar traffen* und wia wendet man dia Graphik auf den 
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Weltreisenden an? 

Ich danke^ dafi ea ein gelungenea Stuck ist, noch nach alien 
Seiten of fen zum Einbau in Graseres? sur Integration mit 
anderen Pachgebieten, '^um EKperimsnt und Eur Analyse. Ba 
soil Ihnen haute nachmtttag in EinEelheiten gaEaigt wer-^ 
den. 



Die Nachmit tags-Demonstration p die ich in meinam Vortrag 
erv^ahne, wurde von Herrn L^Streefland ausgefuhrt* Van dam 
Untarrichtihef t "gait. Abstand^ Gasehwindigkeit auf unaerar 
Erde" wurde aina anglipcha Ubarsatzung vart^iXt* Dar Jnhalt 
aai hiar gkigzlert. 

Das Heft gipfelt in der Erkiarung das Zaifgawinns" oder 
-"verlustes" bei airier Rundreise um die Welt. Es fangt. mit 
Kreisen auf der Kugel und Antipodan am e| stahen auch Kar- 
ten da, und auf einer Merkatorkarte lollen von Funkten Anti- 
podan ermittelt werdan. Die Htihe der Sonne soil beatinmit war 
den; das ftihrt zur praktisehen Winkelmesaung . Wia baatimmt 
man aus der LMnge das ^chattens eines senkrachtan Staba^ die 
Sonnenhohe? Wie varlaufan Sonnenhc3he und Schattan im Laufe 

^ das Tages? Ortszeit, Keitgonen und Datumgran^e konunan an die 
Haiha^^ Graphische Darstellungen der 2ugbewegung©n nach einar 
Kursbuchselte^ das Begagnen und Einholenr ariah auf der Rann-^ 
bahn, Wie schnell draht sich die Erde auf verschiedenan Brai 
ten? Tagesiange in AbhMngigkeifc von Breite und Jahraaaeit* 
Das Wottrannen der Zeiger auf dam 2ifferblatt, die Zelger- 
stellung graphisch dajegestellt als Funktion der aeit, Und 
schlieeliah analog das Wettrannen von Sonne und Rundraisen- 
dem auf dar Erdkugal, mit der Sonne und gegen sia, 2ur ©eant 

.wortung dar im Anfang gestellten Frage. 
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Thmxm are three concerns which have motivat.ed me to give 
this paper. They arei 

CI) th# fact that Geometry appears to be an irrelevant 
pursuit to many children* 

(2) the fact that just as many children, i£ not more, 
have a lot of difficulty learning Geometry ^ and 

(3) the fact that the recent reforms in Geometry teaching 
have had some good effects, but lack a binding force , 
a unifying idea, which would help to make Geometrical 
ideas relevant and accessible to a majority of schools- 
children. 

The aifficulty is always that those involved with reform 
are often Mathamaticiani who (a) do not have difficulty 
understanding Geometry and (b) do not see Geometry as irre- 
levant* It is axtramely difficult for such people to 
appreoiate the difficulties and conceptual brrriers faced 
by "normal*' children. ose th^ word "normal** not because 
I think thfft there i ' ng strange with people such 
as ouraelves but ruart tonsause we are not in the majority*) 

But th^ most important problem is that Geometry is thought 
of by such piople as ourselves as a branch of mathematics. 
The truth is that Geometry is much more than just &\ branch 
of mathematics* The reforms in geomatty teaching have 
empha^lied the mcMimatiaalnus of geometry that ia^, they 
have nought "Unification" by emphasizing those aspects 
of geometry ii^hlch make it similar to algebra and other 
branches of mathematica. Now, I could label everyone here 
as "Mathematicians" which would emphasise certain similarities 
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which we might ahare, but it would undoubtadly ignore m 
dif f ©rent interasta * motivations and personalities. In 
just the same way, labelling feometry as "Mathematics** 
ignores its particular interests* 

I suggest to you today that what is wrong with geometry 
teaching is that it has lost sight of its essentially 
visual and spattal roots* 

I did want to eall my laeture "Visual Geometry" but that 
sounded so strange that 1 decided not to use it in case 
nobody would come to listen to me* Also it would have 
suggested that t could recognise anQther part of Geometry 
callad "Kon-visual Geomatry** and thut I cannot do. So I 
have called my lecture "Visual Mathamaties*' as thM im 
what I think Geomatry should be* Therefore, in this lec- 
ture, I would like to 'discuss two key components of 
Visual Mathematics that I feel are both important and 
misunderstood by teachers ^ and also to look at some of th 
wider implications of trying to teach Visual Mathematics* 

This is a known and accepted part of a Mathematician's 
methodology* It has been clear for a long time that Mathe 
matics is a subject which depends on two very different, 
yet complementary, modes of thought* The first has a 
areative , "hunch" playing, almost aesthetically^^appealing 
nature whilst the second is much more cold-blooded, ana- 
lytical and objective. The first is 'characteriied by 
"intuition" and the second by "logic", and the history 
of mathematical development is the story of the interplay 
between these two aspects of the subject. 

But what is the essential difference between these two 
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aspacts? Hadamard/ in hie book on invention in matheina- 
tics C obtained accounts froin loading rnathTOafeicians 
about how they think in mathematics^ * V,*e b©q>^ i,neVudes a 
lettar from Einstein which ia most iiluminatinf ^ Miongst 
other things Einstein sayst "The words of the language* 
as they are written or spoken, do not seem to play any 
rola in my mechanism of thought* The psychicajl entities 
whleh seem to serve ai elements In thought certaiii 
signs and more or less clear images which ean be '^voluntarily' 
reproduced and combined There is* of cou^^af a* certain 
connection between those elements and ^relevant logical con-" 
cepts. It is also clear that the desire to ars^ivg finally 
at logically connected concepts is the emotloh^l basis of 
this rather vague play with the above^mention^'S eleinentB* 
But taken from the psychological viewpoint^ this Gomblna-' 
tory.play seems to be the essential feature in ps^aductive 
thought before there is any connection with logical oon- 
struction in words or other kinds of signs whloh oan be 
communicated to others*'- 

Newftum also refers to this duality of mt^hematical 

thinking: "How can mathematicians work and m^kQ discoveries 
if they arc to abstain from any geometrical iTituition? Of 
course ^ they don*t abstain. The double life af m^thematieiani 
is a familiar fact to all who have been eKpop^4 tQ e ^ ana= 
lysis* They know that diagrams and graphs art feh^ lifeline 
by which we survive amid the rough seas of h^r4 inequall-- 
ties. One of our purposes is to use some o£ our g^omc^ 
triaal notions,,,* as a guide^ as we grope car w^y towards 
the proof of a new theorem, When it is f ound ahall 
carefully remove all trace of geometry or mechs^nica txom 
our strictly axiomatic proofs and the man who r#^^s It 
will probably put them in again as he grappl#^ with the 
arguments," 

Both Einstein and Newman seem to make a distil^atiOTi between 
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the vtAbaZ nature of logic and the \jl4u.at nature of i,ntuition 
since clearly words are a one dimensional mode of communica 
tion and thought, whereas visual imagery is 2 or more dl^ 
mensional* Einstein again points to this when he says, 
concerning the entities referred to before^ that they 
are "in my aasm, of visual and some of muscular type. 
Convential words or other signs have to be sought for 
laboriously only in a secondary stage" - 

Of course / those two are not the only mathematicians who 
talk of visual idpis in mathematics : 

Hardy says ''A mathematician, like a painter or a 

poet, is a maker of patterns"* Hermann Weyl [T4~| says 
"I return to relativity as an illustx^ation of this first 
important step preparatory to mathematical analysis, the 
step guided by the maxim, -Think concrr* ^ y 1' and there 
are many other mathematicians who say iilar things. 

This paralleling of intuition with visual imagery is not 
only interesting, it is eKtremely productive, since it 
provides us with concepts and tools which are likely to 
be of much more use to the teacher. You see we can now 
talk about visual abilities and eKplore their relationship 
with mathematical abilities* 

Visuaj. abilities can be tested and, to a certain extent, 
measured and this enables us to judge quantitatively the 
extent of the relationship between visual abilities and 
mathematical abilities. (Furthermore, the use of such 
tests can help us to see if we can cause any changes in 
a child's abilities , by teaching in particular ways). 

Is there any evidence then, from using tests of visual 
abilities, that any relationship exists? Indeed there is, 
and perhaps McFarlane Smith's book contains the most 
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thorough account. Whilst not perhaps totejLly ^^erifying 
his hypothesie that spatial ability is thz groatest 
determinant of mathematical ability, th© data from the 
many studies reportod in that book leav^^ one in absolu^ 
tely no duubt , Ability in mathematiaB , particularly geo- 
metry^ ie GorrelatGd very highly with ability on spatial^ 
and visually oriented^ teste* 

But are these visual abilities innate or can they be 
developed by certain typeB of teaching? Evidence from 
various research studies is beginning to emerge which 
suggests that teaching methods am affect visual abili- 
ties . 

Varlev /:ind others ^6 3 have just published an article 
called "Training imagery ^:roduction in young Qhildren 
through motor involvement's Fogelman [^7 3 has written 
on similar lines in an article called "Modern mathema- 
tics and intelligence tests". Our own research ] 
has also shown a relationship between certain teaching 
and spatial ability. In all these eKperiments the teaching 
inv Oved the manipulation and experimentation with appa- 
r as '.f the sort with which B'^ sh Primary Schools are 
fill. ' rtainly the abundance pparatus and equipment 
o\ ' Liorts in a Primary sch makes it a much more 

stimulating visual environment than it usRd to be for the 
young pupil* What is interesting however . that the 
apparatus is not usually regarded as a prime source of 
visual stimulus ^ neither is it bought primarily for that 
purpose. 

In our research^ time^pressure made it impossiDle to study 
in a controlled way the long term effects of using appa- 
ratus so we decided to compare the visual abilities of 
children who had been to different Primary schools, those 
whx h used a great deal of apparatus in their mathematics 
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LeaGhing and those which did not. In order to reduce the 
effects of locality, background r etc, 4 situations were 
studied where children from the different Primary schoole 
entered the 8am© Secondary echools, and in all but one 
of the situationa the children were tested in the Se- 
condary school * 

The pattern of reeults overall was imrfessivfi - chlldrnn 
from schoole where apparatus was used eKtensivtsly scored 
much higher on visual tests than children £toti schools 
where minimal use was made of structural apparatus and 
the like* This was also the case when children trom the 
two types of schools were matched by Intelligence quotient, 
and the results were supported by the analyses of answers 
to an attitude questionnaire. This questionnaire was 
designed to show up differences in attitude towards Arith- 
metic, Algebra and Geometry, and in general the ''appara- 
tus" hildren showed a distinct preference for Giometry - 
a pryfarence which was not shared by the other children. 
This is particularly instructive since, in the main, 
the structural apparatus was design d to improve the 
learning of Arithmetic and Algebra, and was purchased 
for that purpose* 

Clearly then we have here some just fication for wel-- 
coming the increasing use made of structural apparatus 
in Primary Schools. Not only does such apparatus enable 
better understanding of number relationships to be deve- 
loped, as has been widely recognised, but through involve^ 
ment and inte raction with this apparatus the pupils come 
to develop that visu& imagery which is so essential for 
later diagram and geometric work. 

But s this apparatus work only to be carried out in 
Primary school? Surely if people are deficient in visual 
ability at any age, they ought to benefit, almost in a 
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remedial way, from work with apparatus, Wa investigated 
thi^ aspect with soma 12 year old girle. The activities 
were chosen to be motivating to girls of that age and 
involved tangrame, spirographs , tesseiations and paper 
folding. Various relationships were explored by the girls 
and "free play" was encour&ged aleo* The teaching was in 
four half -hour sessions spread over four weeks with Spatial 
test:3 given b jre and after the t:eaching. As one would 
expect, using the same tests twicer there was an inciease 
in the ^ urep, but in this case the increase was much 
larger ban usual. On one test in particular the mean 
percentage gain was 25 % and there was no doubt, on closer 
irspection of the teets of girls whose individual scoKes 
had greatly i^ncreased^ that there was a marked difference 
between their abilities bef ore=and-af ter the teaching 
which could not be attributed to the test-retest effect. 

Results of this type are well supported by other research , 
and theorizing, which shows the necessary relationship 
between "action" and "imagery"* One could quote many 
psychologists here but let ma mention a sentence or two 
from^PlM^t Li^J^ "Geometrical intuition is easentially 
active in character. It consists primarily of virtual 
actions, abridgements, or schemata of past, or antici- 
patory schemata of future actions, and if the action 
itself is inadequate, intuition breaks down"* 

We must remember here that Piaget was referring to young 
children and it may be the case that older children or 
adults can train themselves to form images without the 
need to perform the actions, perhaps by recombining 
previously learnt memory images. Nevertheless, lacking 
such information, one must say that it is extremely 
encouraging to see the extensive use made by the sensitive 
teachers of apparatus-'manipulating actJvitlen of all 
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types* it is also good to see these activities going on 
in the SeGondary ae well as in the Primary schools. In 
fact there seems to me to be no reason why practical 
activities ehoulu not play a part in all levels of teaching 
I have seen such methods used to good Bfteat with under-- 
graduates and with teachers on in-service courses* 

Here is a list of such activities and materials which I 
foal are particularly useful as image^provokers i 

TesselatiOns ^ pattern-blocks 
Tiling pa^tternsr tangrams 

Paper folding and cutting, Origami, nets of 3=D objects 
String exercises, knots, patterns, loop^cutting 
Geoboarda ^> dot paper —> graph paper 
Altair design paper 
Mirror cards. The Mira. 

Shaping plasticen0r,^cuttinj it in different ways 
Rubber sheet drawings 

Containers of various shapes and siEes 
Garner such as 3D noughts and crosses (tic-tac^toe) 

I expect however, that what I have said in the last five 
minutes was not "news" to most of you, it probably only 
confirmed what you either knew or believed. So let me 
extend now into an area which may be novel to you* Even 
if we know about actions giving us our imagery, this does 
not help us to understand why, for example, people differ 
so markedly in their performance on tests of spatial 
ability , 

Leaving aside the skills of drawing, which I will refer 
to later, the other important skill appears to be the 
ability to look at one's images, if I can describe it 
that way. 
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Let us take Hebb's definition oC imagery IJO^* "The occurence 
of mental activity correaponding to the perception of an 
object, but when the object is not presented to the sense 
organ". In other words to look at' your image you must 
recreate for yourself your perception* But how do you 
create your perception in the first place - you look at 
first one part of the object then at another ^ taking in 
various details ^ in exactly the same way as you feel your 
way around an object (Piaget calls this "centration" and 
he says that the only difference between visual centration 
and tactile centration in that the first can take in more 
elements simultaneously than the second) . 

So if you close your eyes and try to imagine a sports car, 
you will find it is not possible to have a complete image 
of the ear - rather that you will notice first one part 
and then another and your eyes will move as you look at 
the different parts. By this means you gradually build 
up the picture for yourself but you can never see the 
whole picture at one instant. .The image is not like a 
photograph. 

Some people claim to have ..^tographic memories, they 
would be more correct if they said they had cinematographic 
memories because they are not always aware of the movement 
which is part of the image. Sue! - t say that they can 
remember, like a photograpri, the p. of a book, but if 
you ask them to read the words backwards, starting from 
the bottom of the page they can only do it with extreme 
difficulty and sometimes they fail altogether* (You can 
see the same effect if I ask you to spell the word "MathJ- 
matics" backwards) » 

This then is part of the process of seeing one's images 
and it does seem that people differ markedly in their 
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ability to do this. I would speculate that one of the 
reasons is that fceqause we can sae we don't need to use 
our imagsry vary muoh. In short, we have becOirte la^y* But 
if you can't see, your abi li ty to use imagery is vital. 
Have you heard the old saying "if you are lost, ask a 
blind man the way". I believe it is possible to train 
people to use their images more, firstly by making them 
look at their images more. Here are two exercises one 
can give children from the age of 9 onwards {I've not 
tried them with younger children, but I'm sure some could 
do them successfully) * 

Close your ayes. Imagine a triangle. Label the vertices 
A, 8, C, , Now answer these questions (to yourselves of 
course) , 

Is one of the lines horizontal? 

Is one of the lines vertical? 

Which point is the highest? 

Which point is the lowest? 

Which point is furthest t.j the lift? 

Which point is furthest to the right? 

Is angle ABC acute? 

Which is the largest angle? 

Which is the smallest angle? 

Which is the smallest side? 

Which ist the largest side? 

Open your eyes , 

There are of course many variations on that thema, 

(I wonder incidentally how many of you imagined an equila- 
teral triangle?) This next exercise uses numbers but it 
still aoncerns visualising. Imagine the number 2597 
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Which digit is on the left? 
Which digit is on the right? 
Which digit xb the large.^t? 
Which digit is the smallest? 
Which 2 digits are in the middle? 

What number do ' ou get when you read it baakwa;.d?. V 

Perhaps you find these too easy - remember we are talking 
about children and this is not meant to be a test but 
an exercise to improve their skill at looking at i v.eir 
images, (If you are like me the difficulty is one nf 
memory - holding as much of the image present as possible) * 
I would suggest that exercises like this must be of bene- 
fit to childranr and of course they can use all types of 
objects as the image to work on* Here are some other 
examples which might test you/i imagery (only one question 
for each image) * 

1 * Hov/ many edges has a tetrahedron? (6) 

2. If is an edge of a ^ube, how many faces contain 
neither P nor Q? (2) 

3. In a regular hexagon ABCPEF do the following 3 lines 
intersect at the same point? AP, CE, BF (No) 

4. A clockface is rotated so that 3 is at the top. The 
hands / which don't change/ originally showed half -past 
fcur. What time do they show now? (Quarter to eight) 

5. How many small parallelograms will be formed if 3 
parallel lines intersect at 45^ another 3 parallel 
lines? (4) 

We have used many other exercises and I can assure you 
that U is not difficult to invent such tasks* We have 
not however compar^^d any of these exercises with each 
other so I cannot say which ones are more effective for 
training. Another idea here is that if you had difficulty 
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with those eKerciaes you p"°nbably wished you could have 
dra 'n the diagrams on uapar. You might consider drawing 
the diagram "in th^ air" a help to producing an image 
to operate on* I have tried this with younger children 
and it does help them^ ?^nt of course they must not ueb 
this all the * ime» Inci^dentally this can be a problem, 
too, with apparatus. Some children will not try to ope-- 
rate without it and i have seen^ teachers encouraging 
pupils to leave the apparatus by saying such things as, 
lor eKamplei "Now close your eyes and imagine what will 
happen to the blocks when you do that", "Then do it and 
lee if you were right", and "Put the cQloured rods be-- 
hind your back* Now give me the blue one"* 

I was surprised when I began on this research soma years 
ago that I could not find any referenceB to the use of 
activities such as these in schools and it made me realise 
that it was a very miaunderstood and neglected area. 

(If you still find it difficult to evaluate, think about 
the uses and value of Mental Arithmetic and call what I 
have just bean talking about "Mental Geometry''*) 

In fact the only detailed reference I have found on this 
is in a book called "Mathematical Education" written by 
a man called Branford Ql] published in 1 924 . il^ gives 
excerpts from a mental geometry lesson with biii>d child- 
ren. Remember as I read this that the teacher is also 
blinrt. You might also care to elosi your ayes and jo4n 
in the lesson, 

"I began the lesson by asking them to imagine an Bq\dl^r- 
teral triangle, which I named ABC, reading from the 
apeK, anti clockwise, (The base line 8C is horizontal) 
Then I asked what direction the line BA would take if I 
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produeed it. The answer was to the right. What direction 
will CA take if produced? Answer, to the left* Nowr let 
BA be produced as far as B is from A, and do likewise 
with CA, Now, write V and E at the extremitiee Q£ the 
produced lines. Suppose now that we join PE, what do you 
observe? At once a boy answered, the line will be as 
long as 8C. (Note the rapidity and comparative oompleKity 
of this intuitive conclusion). Anything else? Yes, we 
have made another triangle. Well; what elrie do yoo notice? 
Two of its sides arc equal. To what? To two of the sides 
of the bottom triangle. How many sides of one are 

equal to 

■ i 

Before i got further a boy answered thr^ r 1^ is there 
anything else? The angle at the apex of the top triangle 
is equal to the angle at the apex of the bottom one. Let 
us take these trianglefi from the wall, and lay them on 
the floor. One or two at once said we might lay one on 
top of the other. If we do, what shall we diaaover? 
The one on top will fit on the one on the floor". 

You may open your eves again now. 

Remember what I said about being lazy visualiEers because 
we can seel 

If "imagining" as I have just described it may be a con* 
troversial area, there can be no doubt that the ability 
to draw and represent objects and ideas in a non-verbal 
or non-symbolic way is an important ability. This is true 
whether one is talking about a mathematician or a biologist, 
a geographer or a physicist. 
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But just because a person has an linage of something doms 
not of course mean that he will be able to *draw that 
image. That^ more than anything else, is a learnt und 
practised skill. But drawing, particularly in a geometric 

•al context, rarely seems to be taught specifically* For 
'iom& people of course, drawing «mes easily, but for the 

ajority of us it is a far from *easy skill. First of all 
'uBt distinguish between two types of drawing - copy- 
ing , nd abstract representation ^ In the first, the aim 
Ih I' put down on paper some sh^ipe which one can see 
before one. This type of drawing is especially important 
in '0 work and in Britain a great deal of this is done 
fifuier the heading of "Technical Drawing" (Technical Design 
in other countries) , so-=called because of its engineering 
connotations. Words like Plan View, Side Elevation, Front 
Elevation will probably strike a chord with some of you 
but for the other people I will ^^^ntion an eKercise 
which will illu.^trate the genera^ idea. Try to think 
of a shape which, when viewed in the ^^ciimension is a 
square, in the ^-dimension is a triangle, and in the 
z-'dimension is a circle* The idea, then, is to represent 
any shape by means of its 3 projections onto the y 
and z planes . 

This is, of course, not the only way to represent 3D 
obje:ts - indeed one can find bMkB entitled 3D scale 
drawing" with many techniques illustrated and described 

Perhaps we would hrar fewer complaints about students 
not being able to "think in 3D" If teachers took the 
trouble to learn how to teach drawing skills. 

Another book Q 3 J I havc: aorm across called 
"EKercises in Graphical Communiciitior iS many 

exercises for drawing freehand, Ci*e. with^ aids). 
That these drawing skills can h<t^ Ijarnt is in absolutely 



189 



179 



no doubt, 

Oi course we are helped these days by such aids as 
isometria graph paper, but it must be remembered that 
is*. metric projection is only one form of projection, 
others may produne a far more realistic representationi 



Far greater realism ia produced by steroscopic pictures 
and Gregory in his book "The Intelligent Eye" Q^H niakes 
reference to a drawing inatrament he haa invented which 
can draw ateroscopic picturea on a white wall=board. 

Drawing maps and plan*^view conatructiona of the clasa"- 
room or a toy or the schocl-^buildlng are also very use=- 
ful aativitiea and need not be accurate in terms of 
numerical scaling, to have the desirable effecta. Prii;^^^ ' 
school children are certainly capable of thia type of 
activity and ane book 1 was reading recently on Qeogrf.ciiy 
teachUvu 'J *^as the following sentence in it? "The 
gener^Ml^ation that school-entering six-year-olds Q$f- 
read and make maps is treated now as the baae-line datum 
for c}^: n^.'Vulopmenta3 studies." 

Importanr. t>uJ^- .copying skills are however, in 

geometry can' indeed m mathematics generally we use many 
abstract representations ^ tlw^ in, representations of 
ideas, of relationships and of operations. There is a 
very CQmpiicated and aophisticated visual vocabulary and 
grammar to be ^^^arnt by the pupil, with many conventions 
and rules to be followed* Make no mistake about it this 
is a mo^t difficult arem for our pupils to understand 
and it is my belief that they need much more help and 
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structuied tciaching than t! 



nmm to receive at present. 



For a start there are so many types of visual represent' 
tations which we use in mathematics, yet nowhere have I 
seen any attempt to ana.lyse these and organise theitt into 
a coherent structure* I have made an attempt to do thiS/ 
but I must emphasize that this is only a beginning* 
(Bee Fig, 1) I have omitted 3D representations from this 
chart and i am sure certain other representations are also 
omitted. But the chart does help to show some order and 
coherence in the vocabulary of our representations. You 
will see that there are three columns and thre^ rc^ 7. 
The three rows are firstly one dimensior^l linfr" ^^v-.i area 
drawings. 

The three columns are called Topological, Non-^topological 
non metric/ and metric^ Thus in the column classed as 
topological, the only property which remains invariant 
is that of connectedness. The method of representations 
is unimportant and there is no metric involved* Thus 
with B the order of A B C must remain 



unchanged but the distance fr ;m A to 8, A to C and B to C 
and the representation used to conr.sct the letters are 
arbitrary , 

With the nsKt column that of non^topological non^metriC/ 
connectedness is again preserved and the n^'tru^^e of the 
components of the diagrams also remains invar i nt , Thus 
a straight line must be represented as a straight line/ 
on obtuse angle as obtuse, a circle as a circle etc., but 
the leng+-h of lines and sizes (in degrees) of the angles 
is unimportant. 

For the metric column the two properties mentioned above 
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i oinni. II irwrsrlaiit and a tlilrd invariant i i; nddiHl to LhfM 
- that uf n numbc-r or ti nioLrlc* Thun a Jongth of cm 
1b ^ilwayn roprr finnt ucl <m ii lonath of 'ii'rrif (iising a 
liuitahlfj nctil?:*) arid nn<jl<'0 riff^ r{»prn5:H*nt:ud accu^at:f^l y , 

lk*rf»^ t luMi , I prrBeiit; .1 f i rnt i uU uf UitforcMit: fiprf B 
r)r«np'if I'd r f'fM^ni f\i Icmi?- f M 'Ii? i f i m( ] in tf*rnu5 rd' llirdr 
Itivurlantn. Tiif.^ 1 eintiMntji* and thr» hf>adlruni ujuhI arn 
oKtrniiinly \j'u\\.at\yn ajul tJiin f : 1 an ju. f teat; I on in of courna 
npi'T] to dtncuHRinfu 

V/hcthcr thin uhart rnprr^uenta Uu; vinual aylJabuo for 
Iho t<iciu^sor to work throuy^hf or a !itara of poiiBible 
r e p r e s o n t n 1 1 o nil far the |>up 11 to draw f r om , we must be 
awdro Df Lho conv^cnLlons which oach rGiaraaL^nttitlan 
<imp lay 3 « -^t rn ntiD Iv it is often elalmcd that wordB are 
timbiguous wheroaB a diagram la not. This ambicjuity ig 
only oao of dr?greo howtiver ao thosG two dlagramB 
Illustrate: - 
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rufur to thci nutn Jnslclu tho two curvna, not to the Beta 
outs ider which is whoro tho LnUtnrsi ara placed - 

1 ofton v/ondnr whether toachDrfi in Taci aro aware of 
the convontionB they are uBing. For eKamplD, thoy will 
say *'LGti uo draw any trianyle" and Lhon they draw onG i 
A pupil may fenly qtilt:o right ly? That you can only draw- 
unrj, not any. It doGsn't halp of courBO for the teacher 
to talk ataDut drawing a "genoral" trianglo - acf^ln^ you 
can-t. tt doaii \o good to draw this ^ \b and to 



Bay It docisn' t matter what a, b and a are. ^'ou rflight 
thinks and say^ that at least the triangle is non-^epeci f ic 
This ia innplylng that it isn't equilateral and It isn't 
LsonccloBf it isn't right angled, etc. But as soon ae it 
Lb drawn j It Is a specif iCi particular triangle* 

Other problems are caused by the fact that the teacher' s 
blaGkl>oard is vertical whereas the pupils' books are 
usually flat on a horizontal desk. Consider these phrases i 
*"The (/-r^xis is vertical and the x^axla horizontal" # 
"what's the height of that triangle?", "North is up", 
"Drop a perpendicular". Consider the transformations 
which the child must learn to cof^n with those. 

One tactic which teachers do adopt to overconie this 
problem is to verbally describe the diagram, indeed 
it is very rare to see a teacher present a diagram and 
say nothing about iti This does seem to be a potentially 
dangerous tactic in that the teacher converts the two= 
dimensional representation into a one-dimensional sequence 
of wrdBt and this implies to the child that he must look 
at that diagram in that one v/ay. Diagrams, however, are 
not to be looked at in one way by their very nature, 
just as one would be dis^sati sf ied by iomebody else's 
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doscription ul a bnauli.[:u[ paint;iri<f? but: ihtirt} could bo 
a value for thn untutorod qvu, just orio can learn a 
yrcat: cloal rrom an axport artiRt doBcribinq wftat ho can 
soG in a particular painting. Tho dlffDrnncu is that the 
€2 K port: is re ally oxpialnlny ahaut: the hid don conventions 
which ara present in hin di ayrami tincl which an oKpoi: I alone? 
can undm^^Jtand. Another valuo for varhnlly doncrlbinq 
a dlaqram in that It can provido a tocus that is not 
uecvutjati ly obvious. In othor WDrdOp hhc toacher could 
oxpLain v/hat: thn diagram is trying to reprGScsnt^ but as 
with any form of communication, he must not t^Kpect that 
the diagram will always succeed. 

i tool that there is another technique which has even more 
marit. This is actually building up each diagram In front 
of the pupile and it is Burprising that it scams to have 
a slightly unpraf essional connotation. One Buspects that 
the pressures of mass media have undoubtedly helped to 
create this feeling; for example i with the increased use 
of overhead projectors has come the increased pressure 
for beautifully prepared diagrams. 

of course, as well as helping pupils to learn the visual 
conventions this diagram drawing enables them to learn 
how to draw diagrams themselves ^ a copying or imitative 
technique* 

There are many more things one could say about representa^ 
tional techniques here but let me mention just two' more- 
Conslder giving the pupils, as an exercise^ the following: 

Drav7 as many diagrammatic rapresentatioiis of 
2 5c 3 ^ 6 as you can. Consider what each has 
to offer as a possible starting-point for 
further generalizations* 

1D3 



Borne examplcjr; ini^ht hv ihv rollowlru/i 




Also what about a visual proof » The nicest one r have 
soon is given Jsy Richard Skemp In his book L 16 J"Tho 
Psychoiogy of loarninfj Mathomat ics " ; 




The uee of diagrams and other visual repreaontatlon f 
communication purposes is now very sophisticated but 
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Cool thtxt We in malhomaiical (Hiucation arn not oMplcjit Ing 
this wean of aommun taat ion tn the fylloat:. As a inode^t 
eHflynplo of what: can bo don*', can 1 say that 1 have taiujht 
a lesson taating 1^ houro, to a claHs of gytKirB old children# 
introdua lncj ihvm to alqvhrn, wUhnut say Iny a ^inr|lt> v^ord . 
Cam-muivlcation waB nalaly by mi-anB of dlayramfi , r^ymbo Is 
<ir\d t tin ocnaB ■ onal qf^fHurf:** 

Oriqi. nally I had planned to complotio my iocturc by dip- 
cuBaing the uno of viBual Imagery and diagramming In the 
sol ut Ion of problemn. However whan I iM^ceiVod my copy of 
the Conference progranwne i dlscovorad that my good friend 
Trevor Fletcher has as the titled for his lecturo '^Geo-- 
matrical ineight and Bolution of problems" . 

I an^ very happy to leave that topie thcDrofarp in his most 
capable hands* 

hmt me thereforo finish this way. 

Pcjrhape I can permit myeelf a llttlii speculation as to 
what might be somo of the impiieations of introduaing 
this "diet" into echools* I think first of all that It 
is likaly that this typo of work would be? eHtrefnely 
valuable for future scientists, for future engineers , 
for future draughtamen? for future architects, for future 
teachers, for future artiste, for future advortl^ing ex- 
piertSj for future deeigners of all objects from town 
planners to shoe designers and of coursa 1 feci it wQuld 
be valuable for futuro mathematicians. These 1 know are 
far from modest claims, but I feel that they are justified 
particularly when one looks at today^s geometry which so 
many children feel is irrelevant to their lives and 
futures* 

197 
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Anothar ImpJlcailon Is LhcU if Ihtn type? of gf^omatry la 
to br» l:aiight; vml 1 thnn othnr toachera aa woll as tho 
mathematics tGachorB Bhould ho involved* Cortainiy 
HciGncoi yuoyraphy^ trchnJcal fhjtiiyn, art; and work* 
nhop lenchors could contribuLo a groat doal to holp 
make childrnn morei vlaually devcjiopod* Wu mlyht cvon 
tioa a now word or two cpmlnfj Into Min curriculum to 
do n c r i bo thin 1 ri t c r d i 3 c i p 1 i na r y v i G u a 1 wu r k - I r nw 
1 1 den c V i hud 1 ri an a r 1 1 c 1 n a n '* Or apli Ic acy " , with the 
aim balng Lu inakr! ulu IdrotMTiort* "t^'iaphlcaLfj" . 1 don*t 
think nmch of tho word but X a<;rua wit h the? sonttment 
that lies behind it. 

If what I have eaid Beema to ha^e littlo to do with 
cjeometry cl6 mathamatiaH than I have been succosBful? 
becauae what I set out to do was to focuo on two 
visual aspects of geometry ^ the mathomatical aepecte 
will; I am ocrtal ni hp emphafjl^ied by other speakers , 
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A COMBINED ALGEBRA-GEOMETRr CURRfCULUM FOR JAPANESE SIlCONDARY 
SCHOOIS, 

S, lyan^cja (Japan) 

Lat begin by giving first some goneral eKplanatione of 
the educationai system in our country. 

Our p:re^ent schooi system is as follows i 

iHges f? 7 B 9 10 U 12 13 14 15 16 17 10 - 21 

School it primary Junior High Senior High Univereity 



CompulBory education 

Our system is strongly Qontrolled by the Ministry of Edu- 
cation. Up to the seaondary level, the curriculum is made 
by a Government Committee, consisting of members named by 
th^ Ministry, The text-books must qoincide with the curri- 
culum arid be approved by the same Ministry, This makes the 
education homogeneous throughtout the country, but it 
rather slows down the speed of reforin. The curriculum is 
r©mada ©very ten years approxiniately , while the researches 
fos th0 reform are continuously performed by study groups, 
some of which are subsidised by the Ministry, I should 
liKe to explain in the following our present curriculum 
and a plan of reform concerning algebra and geometry for 
the SQqondary level, put forward by a group^ to which I 
am belonging ^ with eKphasis on the Junior part. 

Before doing this, I should give a brief description of 
our priniary school curriculum. It contains the four 
arithmetical operations on non-negative rational numbers 
with applications to daily life questions; meaeurements 
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of lengths, angles, arQas, volumeo, woighU and time? goo- 
metrical observations on triangles^ quadrilatorals, espe- 
cially parallelograniB i roctangles, squares i nircies^ cylin*^ 
derS/ pyramids^ cubes and spherciei the notion of sate is 
Introduced in the 4th Grado; in the 5th and 6th GradGS^ 
some alemQntary notions on statistics and probability, 

Wq havo an airnost uniquG curriculum ior the Junior part^ 
but BQVoral curriculuins for different courBes in tho Senior 
part^ but to make tho matter shorti I ghall talk hero only 
on one of these courses in the following. 

Hore is our pr^Bunt curriculum (roughly dGScribt^d) : 

1th GMda 

^ SomG clRmentary numfaar=theoretic facts aueh as divisibl-» 
lity criteria by 2^ 4, 5? 3^ 9 with applications for fln^ 
ding G.C.P, and L.C.M, of two integers (assuming without 
proof the fundamental theorem of elementary number theory) * 

^- Introduction of negative numbers and four arithmetic 
operations in ^ * (The words like groups ring, field are 
not mentioned, but attention is drawn on the facts that 
^ is closed under addition and subtraetion/ and that 
commutative and associative laws are valid for addition 
and multiplication in etc*) 

^ Number line. Introduction of coordinates on a line and 
on a plane. 

- use of letters to represent number* (First introduction 
to algebra,) 

^ Notion of functions and their graphs, especially of linear 
funktions fex and of the function k/K (with reference to 
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''direct and Inverse proport iana" . ) 

Displaccmont of figures. SymmGtry with ror*pGCt to a point, 
a line or o piano* 

- Conditions for congruGnce ol: trianglos, and properties 

of para Hal lines with some appllGationo to paralltjioyraime ^ 
y tu * 

^ Use of ouch Bymbols in sot theory liko t , [a, 6^ a), ^ , 

^ t n I u . 0 . 

« Tntroduction to logical reason ing using such words as 
"andS "or", "not", "If,,, fchon, 

^ filementary stat '.las (Histpgram^ mean value,) 

- Addition and subUraction of sirnple polynomials. 

- Linear equations and inGqualitios . Solution of simultanoouii 
linear equations with two unknowns. 

Use of thci symholn like 6 to represent functions, 

- Linear functions ax + 6, 

- Meaning of neutral and inverse elements with respect to 
an algebraic operation, 

- Some eKamplos of simple (finite) algebraic system (like 1 
mod fn) » 

- Conditions for triangles to be similar with applioations * 
Homothetic transformation. 
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- Numbers at poniiuhntions and coinbinationy with appllcotionB 
to some profaleniB on probability, 

9th Gnmk, 

Quadratic roots of positive nurnb«rs. Solution of guadratlu 
equations and incqual i tics . 

- Multiplicatioii of oimple pD ly^nomialF, . Formulas Ilk© 

(a bV' ^ a ^lab + b with their use to f actocixation ot 
polynomials , 

- Graph of functlQns like ax , ax^ 

- Pythayoroan thcprcm. 

- Properties of circles^ concerning Gspecially angles at 
the clroumf erence. 

= PQlyhedra and Euler^s theore^fi as an example of topalo-- 
gicai propertiei of figures, 

» Statistical moaning of variance and of Gorreiation Coeffi- 
cient * 

lOth Gmde, 

- Real numbero as coordinates on a straight lino. 

- Oporationa with polynoinials (Including division) . 

- Equations and inequalities (principally quadratic.) 
Solution of iomg numerical equations of degrees ^ 3 by 
factorization ♦ 



- Plan© coordinate geometry dealing with straight linos 

2Ui 
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and alrmUm » 

- VeQtots om plan©. 

- Graphs Off funcfelOEis litee ar 4b3t + im-i^b) J{a-^ ¥d\. 

- EKp©n^iitial, logairtttole and t^igQtoitiatri^ fyneti^n^* 

- SoBii iBore probability, 
^nh Chode* 

^ Saquericap of ntanib^rs i 
t2th Giiad^, 

- Diffeirant and int^grii ealeulus. 

- Probability and i«tlitics, 

This Gurrismluni ineiud€t "mcdern*^ «%ateJia li a&riQemingr lo^ig 
and sot tha^ty^i &lg#br^io struetw^s* lap^logteil Id^aii 
linear alfelm, profeablltfey. Mn otMr e<^ursQ8 for ^irmior 
High which 1 Hav@ n^t cHpUined, maeh iflatorial* oortrtrnin^ 
aomputeE- saiirssi ar^ all© liialudedi 3 Oil t:lm Dtrir h^mAi li^ 
contains th^ *«i;6^1mieal part" Qf Eucli^Qan ^aotfitt^^ Ir^ 
rather old las-hion, E.^, in tHQ ^tK Gr^d^, ^oiiditieri lor 



2 Do 



196 



Wngraensa ot trlangloi are stated as reiulti ot observa-* 
tioaif from whicli aom© thr^^^rsma are dadueed Im classlaal way. 
It Lmp to b« turaf anm of um roost istportaiit f^a^usM of 
pr#»€rit-day laathimaties t^at it be de^^eXop^ logically from 
an explicitly stated syat^m q£ a^iomi, and it is a r^markabl^ 
mvmtkt in th# hiatwy of selenoe that the fiist model of this 
idea was given by ths Greek giometry. But tha author of 
CM pMStnt ourrie\ilum theught it t©a difficult ffov Junior 
Hi^h atudenta to grasp this idea afid avoided to Intreduei 
th€ word ■'axioiri" in Junior High couria, Ii^steadi an itain 
•^jciomatie striotu^a of plana geometry'' is plaetd in the 
coyrga of the 11 th Grade^ but its develQpciei\ts in most 
teaet'-boolcfl art rather perfttnetory* We thought that this 
point should be amended ^ 

I shall now eicplain our reform plan. 

CDn^erning tht algibraie part, have fourid so need for 
great ohange tsccept for the following i 

We oould introduQe intuitively r^al numbe»s aa aoordinates 
on a straight line at this stage alriady* Evon if post- 
poned this introdviotion to th© IDth Grade M in our present 
curriGuliun^ it seems diffiGult to deal, with perfeot rigor, 
real nontberi in secondary SQheoli. One oould speak of an 
approximate value {e.g. in deoimal fraeticni) of a real 
numbtr at this Grade, ai^d operate intuitively with real 
numbers « 

On the geometrio side, the studenta are already suffioiently 
acdustoined to such figures as triangles < qaadrtlat^rals ^ 
elrfsleif oubes and sphores in primary schools, and they 
pQSafiis now also the notion of sets, it will be time for 
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them to liarn to axpriii elaarl^ vrhat the/ mean by these 
te^mi, to dtilm the flguiai from tha known; basic figures , 
^0 do so, they will be a'ware of tha nacesslty of knowing 
fiist the fundaroantal prcpertlei off these baslo figures* 
%JKan we state all these essential properties, we obtain 
axioms* We have not to mention ho%^evar this word of "axiom" 
In thii Gradej wi eould postpone it to the next Grade, but 
it will be posiibla, and interesting for the studenti to 
learn the olear forinulation of these fundamental properties 
together with some of their eaiy conaequencei , 

As it is often said, Ewlid was, in fact, lacking in rigor 
and it would be too cumber iome for eduGatidnal purposes 
to devalop the whole s:ystein of lucLiflean geometry as rigoroue 
as Hilbert has done it* But oombined with algebra, notions 
of sets and mappingi^ there will be some way of developing 
geometry fairly rigorously on ground of axioms ^ which will 
appear natural, and not so conventional, to the students* 
- This ist our basic idea* 

At the beginning of the 7th Grade ^ eHplanatlons will be 
given about such fundamental ideaa as points, (itraight) 
lines, planai and spaces. The studenti poBsese surely these 
ideas from the primary schools, but e.g* the difference 
between the line and the segment will not be always clear, 
As the line is coordinatlzed, the definitons of half-line 
or ray and of segment -will be easily introduced. It will 
be stressed that the line is a set of points {a subset of 
the space) # bijectively corresponding to R , The notations 
used hy Moisei aI^ AB, Siff etc- will be useful and it 
will hm good anyv#a^^ to introduce the notions represented 
by them* 

The incidence ascioms such asi two different points determine 
a llnei three non-collinear pointi determine a plane and 
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the parallal axiornr will also be stated and eKpla.lnad at 
thta Grade ag results of Qbsarvatloiis , 

It will ba also observed that a Una on a plane dividei it 
iti two halfplanei* If A, d, C ^rv^ ncn-GQllinear points, 

tha half-^plana GOntainlng C with the boundary AB, could ba 

denoted hy <y^^g> , and tha othar half=plane -with the iams 
C 

boundary • (The boundary will ba eonsiderad ae not be-^ 

longing to the half-plana. Tha "olosad half-plane" contai- 
ndng the boundary will be denoted by |^ vith thicker 
line*) Llkawise# tha nQtlon of half-space will b<j introduced. 

We think it \/ill be intaresting to introduce hare also 
the notion of convexity, h set of points S ii conwex^ if 
Si A, 8 # ^B*, It will be observad that segments, 
half-lines, half-planes and half-spaoee are convex* and 
It will be pnovtd that the intarsectlon of two ccnvex sets 
is convex, 

k, %, C being three non-collinear points/ tha angle 
c ASG { ^ 1 8Q^) will ba defined as the union of its 
inter ior |^ ? sides IX, Ic and vertex Bj it will 

be shown that an angle and its interior are conveK* A. 
triangle 4 ABC will be also determined by three non- , 
collinaar points A, C * The sides of this triangle 
are three sagmente A8, 8C, CA| its vertices are three 
petnts A, S, its intarior is the intersection of three 
half-'planas like ^ means the union of all these 

sets* ^ ABC and ist interior are also conv^eK, Again, three 



208 



19i 



non-collinear points A, 6, C determine also a iic^^^, 
with means tha triple {A, j^). 

The gtudejits know from primary schools about translations, 
symmetry with respect to a point # a line or a plane* It 
will be mentioned now that all of theie are mappinfs of 
the space (or a plane or a line, according to Gireumstanoes) 
to itsalf {or to another plane or line) v/hich do not change 
the distancei between corresponding points, nor the angles 
batwaen corresponding rays. The notion of motions (mappings 
which keep the distance invariant) will be introduced and 
it will ba obsarved that there is aicactly one motion send^ 
ing a given flag to another given flag* 

These will be tha essential "reform" concerning the 7th 
Grade. 

Thus our new curriculum for the 7th Grade will look like 
this: 

Natural numbers (inGluding f actoriiation / 6 . C . ^ Euolidaan 
algorithni, L. C. M. ) 

Computationa mth non-negative rational numbers (with appli- 
cations of G. CP. and I.e. M J 

Mensuration of quantities and computations with approximate 
valuei (intuitive introduction of real numbars) . 

Nagative nurobers, number line (i,©* coordlnatlisecl straight 
line) i 

use of letters to represent numbers (firit introduction to 
algebra) * 

Functions (as in the present curriculutn) . 
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Linear equations and inequalities, 

t 

Notions of lof iG, set theory and atatistics as in the pre- 
sent eurriculuw plus notion of mappings* 

Fundamental ftfursi (point, line, plane, spaeei half-line, 
half-plane^ half^spacer aegment), and their proparties 
(inaluding aonvaKlty) , 

Angle, triangler circle, cylinder, pyramid* sphere. 

Transformation of flgyree (tranalation, rotation, symmetric 
transformatiQn with respect to a point, a line or a plansf 
motion* congruence) * 

Area of plane figures , (Mention that two congruent figures 
have the same araa and the \foliiine of a figure which is 
the "sum" of two figurei equals the sum of the volumes of 
these figures, an<3 deduce theraof known formulas)* 

Volume of cylinders and of pyramids* 

Bth G^adg. 

No spectacular ohange will ba necessary in the algebraic 
part, but it will be interesting to deal with some simple 
problems of linear prograinming as application of linear 
inequalities. 

On the geometric side, an easy part of the incidence geometry 
in 3-dim. space (up to the point to show the transitivity of 
parallel relatlan of linai) will be' treated in the. first 
part. Then an axiomatic Gonatruction of plane geortfery will 
come using in particular the axiom that there Is a^&que 
motion sending m flag to another. Our curriculum \^^iOT,be 
as follows s 
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Algebraic and probabiUstie parts as in the present currl- 
cuLum plnm somm applieations to linear programming and 
quadratic root of positive nun^ers (in connaation with 
Pythagorean theorem) minus finite algebraic systems (which 
have HQ farther developments) * 

Incidtarice qmommtry in space. 

Aciomatic Gonstruction of plana geometry (up to Pythago- 
rean thaorero* ) 

The eiientlal "reform" being done in the 7th and 8th OraaeSr 
we ^111 only have to continue *Oyr new eurriculum will bei 

Quadratic functions r equations and inequalities, (l^ormula 
for Bolving quadratia equations # discriminant # complaH num- 
bers, some arithmetic properties of quadratic roots, such 
as the irrationality of /2.) 

CQmputatian with polynomials {including f actoriiatian) . 

Funatioris like ax^ (ax + 6| / (ex + d) . inverse functioni* 

ContlnuatiQn of plane geometry (including theory of similar 
f igures. ) 

TrigonoinetriG functions and Gauisian plane. 

Statistics as in the present curriculum. 

+++ 

In our present curriculumi the treatment of trigonometric 
funationi is postponed to the 10th Grade which hinders the 
introduction of Gaussian plane in the secondary mathe- 
mafcicsi which is a great disadvantage. 
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I shall not g© into tha details in the "Senior" paft. This 
"reform" would remova the ••modern" materials Ilka finite 
algebraic structures and luler^s thaorain from the Junior 
part* but the whole course would be far more syiteroatiied, 

ht present this reform plan is onl^ at the stage of being 
presented as a proposal? obviously it has to be more olabora^ 
ted and experimented, i am not quite sure if any part of it 
could be adopted off ioially in the future Japanese eurrioulum. 
1 hope however that this report eould be of some interest 
to you. 
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ANSCHAUUNQ UNO Aj<10MATIK « OARGESTELLT AN ElNiR SEGRONDUNG 
DIR EBENEN ABSOUUTEN GEOMETRIE 

GUnter Ewald, Boohum 



I, Zm B^^m dm Anhchmang 

Bmit langem LBt man Bish dmrUber einig* wie das VerhMltnis 
von Anschauung und Axlomatik in der Gaometrle lehan iati 
AKienta der GecfH^trie warden zwar durch die Anschauung mo* 
tivlartf aber Oeometria als mathamatische Disaiplln ba^ 
ataht nur in Folgerungen aus den Axloman. Dia AKiowa lollen 
widerapruehsfrel und gentlgand ainfaah Bmin, m^gllaherwaisa 
auch vollstMndig, Sind sie ainmal feetgalagt, dann kann zwar 
die Ansohauung noeh fOr die Vermatung von SMtien hilfreioh 
sain I die iewelaa soleher SMtia arfolgen aber jansaiti an- 
schaulichar Argumentation durah Strang logiaehe Deduktlon 
aus den AKioman* 

Dies h5rt siah z^ar einfach und plausibel an? badarf abar 
ainerseits einer PrMzisi^rung und anderersaits ainar kon- 
kraten AusfUllung, Prazisar beschraibbar wird das VerhMXt- 
nis von Ansehauung und gaomatriaehan Axioman arst dann* 
wenn man versuoht zu kiaren^ waa untar "Anachauung" zu var- 
stehan ist* Maiatens hat man nur alnen vagen Begrtff von 
Anschauung Oder fUhrt ihn nagativ als die Surwne nicht-lo- 
gisQher Bandbadingungen bai der Entstehung elnas gaoma- 
trischen Sat^e© ein. Is ersehaint dahar lohnanswart, dan 
legriff der Anechauung luvor lu analysiaran, ehe wir im 
ainielnan auf das VerhMltnis von Ansohauung und Axlomatik 
in der absoluten Geometria aingehen. 

Was wir Anschauung nennan/ staht in angam luaarmienhang mlt 
dam allgamelneran Begriff dea intuitivan Dankana und Er* 
£assani« In der deutachen Ubarsetiung von Poinoarea Bueh 
"Dar Wart dar Wiaaensohaf t" wird daa franiSaisehe Wort 
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"intuition" unmlttelb^i^ mit '*Ansch4uung*' Uberset^t* So 
haiSt mm dorti "^ir bliben mehrere Arten von Anaahau- 
ungr erstens die Berulmig auf die Sinne und die linbll-' 
dungikraft, dann die Virallgemeinerung durch Induktion/ die 
den ixparimentellen Wiiiensehaf ten soEusagan naGhgebildet 
wird; wir haban andlie^h die Anschauung der reinen Zahlen" # 
aus dar dar SahluS von w auf n+l harvorgagangen ist, "und 
die allain die wahra muthematischa Schluflfolgarung ar^eu- 
gen kann.'' {4, S, 16) 
Batrachtan wir das gewauer, 

1, lei dar "Barufung die Sinne und die Einbildungskraf t" 
hat PoinGare ein aehr ullgemeines Prinzip vor Augan* dae 
entscheidand zur Entwiqklung der Mathamatik beigetragen hat. 
Es iBt. aine Tandani , d(ie in gewisaer Weise den Geornetar ga- 
genUbar dam Analytikev kanngeiohnet , Die Analytiker gehen 
Schritt ftlr SGhritt vOT , nur von der Kraft dar Logik ga-* 
laitat. nle handaln, wie Poineare sagt, "nach dar Nathoda 
einei Vauban* der mit i^inen Balagarungawarken gegen #ine 
Pestung vorrtlpkt^ ohn^ dem Zufall daa geringite eu Uber- 
laesen'' , Dia Geometer flagegen "lassan sieh durah die Anschau- 
ung leiten und machen^ gltlch kUhnen Reitarn im Vorpo^ten- 
gafaaht, mit einam Sohiag groBe Er'aberungan ^ dia aber nlcht 
immer luvarlSssig aind'\ (4f 8) Em ist der Untarschied 
zv^isdhen Maray and FeliK Klein # iwischan Hermita und Bartrand 
Weierstrafl und Riemantii Frau Kowalawski und Sophus Lie, 
WMhrand etwa i^aiarstrii>3 alias auf die Betrachtung von Raihan 
und deran analytleaha Unformung zurUokf Uhrt ^ nirmnt Ri^wann 
SQfort dia GaDmatrie Hilfe, "jede seiner Vorstellungen 
1st eln Bild, das man nim wieder vergifit^ wenn man einmal 
den Sinn erfa0t hat", S, 11) 

Balda TendenEen^ die #rnalytlsche und die gaometriichef eind 
nDtv^andiga Bestandtell^a mathematiSGher Foraehung^ sit ar- 
ganian siah. Siaherlloh iat ea Ubertrieben, sie auf Matbe- 
mattker in dem Sinne a^wftailan lu wollen, dafl der eine gam 
AnaLytiker, der ander^ gang Geometer sai, Aber die Ak^ente 
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sind vetiqhiedan und der Ak^ent dee starker Intuitiven 
iat toi^ vas Poincari als erste Art der Anschauung dar« 
stellt. Abstrakte Gedanken kr iatalliaiaren in einer op- 
ti^ah^n Vrptstellung und erhalten so eine ynterstUtzung 
und tmm Verarbaitung durch die Sinne, Dabei konmt ei sahr 
aul eln gut mQ an Phantasie, an "Einbildungskraf t" an? 
mit mm allgemein matheinatisehe und insbsiondara gao- 
inetiriiiQh# Zueainmenhange erkannt, 

2. d,i# Verallgemeinerung durch Induktion betrifft, so 
ifimimt Painaare salbet auf dan Zuaainmenhang mit den eHperi- 
manWllen WisEanschaf ten hin. Wenn an lahlraichen Baispislen 
dar ^leiohe Sachverhalt beobachtat wird, so varmutat Oder 
behmptat manp daS dem ein allgenneines Gaset^ ^ugrunda 
liagt, HlPt man in vialan Oreieeken die winkelauimna und 
arhMlt itm^t wiedar 180®, gelangt man lur Annahmey dafi 
die^ imW so sai {wobai of fen bleibt, viLm der Satz liber 
die ^inktlaumma im Dreieck histpriech entstanden iat) . 
2war er$cheint mm una trivial ^ daS die Beobachtungan aines 
ma tb^n^^t lichen Sachvarhaltas selbat nicht als Beweia gal- 
ten K^^TOen^ aber nicht ftlr jedan ist das ialbstvarstand- 
llcln, SO schickte vpr ainigen Jahren ein matheniatischer 
Amattur (mit ainem gehobanen Baruf ) eine Arbeit an das 
Math^mtiache Inatitut in Maini, in der er an 200 Zahlen- 
beigpi^ilen gelgt, dafl der Farmateche Satz nicht atimien 
kann un4 schlteBt, dafl damit das Problam geiast sei, Auf 
ein^n £^©undlichan Brief einee Mltarbeiters bin, in dam 
erXS^^tairt wurder daS dies kein Beweia sei, sehickta ar 
ein# ?;w^ite Arbeit mit 400 Zahlenbelspialen und fUgte 
hin^us "Ich nehme an? daS damit Ihre Bedenken leratreut 

hmh hmim Induktiven Erfaaaen handelt as aich nicht nur 
um S«.«hvtrhalte der Geoinetrie, sender n allgemein der 
Mat^^^matik, ja der Wiaaenachaft (iberhaupt* Die Abatrak- 
tion dti Allgemeinan aua dem Beaondaren konkrater Bai- 
apiele iat ebenso wie das intuitive Erfassen ain allge- 
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meines PrlnEip* das PoincarS ala Anschauung bezaiehnati. 

3, Blaibt noah die "Anichauung dmr reinan Eahlen" # in der 
sich uns das Prinzip der vollstMndigen Induktion ioiu- 
sagan aufdrMngt, Genauar gasagt handelt as miah hier um 
ain synthetlschas Urteil a priori im Sinne von Kant, Dar 
SchluS von n au£ n+1 ist wadar ain notwendigaa Ergabnla 
dar Irfahrung noeh dia logische Polga aui vorgagebenen 
satzen (as sai denn* man staekt in diesa SMtie das Prin* 
^ip dar vollstandigen Induktion sahon hinein) . Er iit 
vialmahr Ausdruck dar ordnanden Kraft unsaras VerstandeB^ 
mit der wir dia Millionanf lut dM Sinnesraiga zu gestal* 
ten varm^gen, Auch diase ordnanda Kraft wird von Poincarl 
als Ansehauung baiaichnet* 

Pern k5nnte man im Rahmen dar Kant'schan Philosophia noeh 
eine weitara Art der Ansshauung hinEUfUgan, die zu dan 
Bedingungan ftlr die Mtiglichkait synthatischer tJrtaila a 
priori gah6rt, Kant spricht von Haum und Zait ali von den 
**Formen rainer Ansehauung" . Raum und Zait sind nioht Er* 
gabnisse unserar Erfahrung. Vielmehr set^t unsara Erfah^ 
rung schon Raum und Zeit voraus* Raum und Zeit sind also 
objaktiva Badingungen fUr dia subjaktiva VarstandastMtig- 
kait* dia wir ausUben, 

In welcham Sinne wollen wir nun von Ansehauung sprachan^ 
wann wir das VerhMltnis von Ansehauung und Axiomatik in 
dar absolutan Gaometrie batraGhtan? wahlan wir aina dar 
drai von Poincare genanntan Mtigliehkaiten oder viellaieht 
elne gang andara? In dar Tat biatat Poincarfe einen braueh^ 
baran Ansatzpunkt, und iwar mit alien drai Arten von An-^ 
schauung. Is handelt sieh dabai gar nicht um dia Varwan^ 
dung dasselban Namans flir drai v6111g verschladanartig© 
Dlnga. Vialmahr hMngan dia drai Arten der Ansohauung ang 
miteinandar zusamman, So kSnnen Beiepiala Ausgangspunkt 
und Anlafl sain fUr den Plug der Phantaiia^ die vom ain- 
zalnen auigehend grtiflara ZusammanhMnga arfafit* Intuition 
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und implrlei Vorstellung ikraf t und Induktion erg^Men und 
stlitien slch gegenieitig, Saide finden wiaderunt Im synthe- 
tischen Urteil a priori ihra fastigung* Dar Sehl\i& yon den 
Baippieltn auf das aligameina GmmBtz ist ntolieh ftnauso 
wia der SehluB von n auf n+ 1 ein iynthetisohas Urtail a 
priori, Uin das "a priori" zu varineiden,kann man a\ieh ein- 
facher sagen (daa IMuft auf daaselbe hinaus)^ wir haben es 
mit ©inom Hibel unearar Veritandaskf af t zu tun, mit dam 
wir an aine SewMltigung dar Welterf ahrung harangahen* Die 
synthetiichen Urtaile a priori sind kaine notwendigen FOl- 
geriingan aus der Erfahrungf sondarn Sat^ungen^ A3cioine# die 
Ordnung in unsera Irfahrung bringenp (Ftir Kant vrartn ja di 
AKipme der Mathematlk protDtyplich ftir synthptisoht Urtail 
a priori) » Intuitiv arfaSte Sachverhalta badtirfen dann, so 
fern sia nicht salbst als Axiom© erklMrt warden^ &w lo^ 
gisehan RtiokfUhrung auf AKiome, d,h, eines Beweisps* 

So ist also Anschauung nioht ein AnhMngiel# das mmn beim 
Aufstalien mathematiseher , beaonders abar gaomatriaahar 
AKioma und B^tzm in Kauf niimnt* Vielmahr lit Ansejiauung 
ein philoaophiichas fundament^ auf dem die laiiahung mwi^ 
echen Weltarfahrung und abstrakter mathematischar Th^oria 
ruht* Sie spielt Ubarall in der Mathantatik eina Rallt# 
wanngleioh sie in dar Gaomatrie als ihram Ausgangiort 
in beaonders klarer Waiae siohtbar wird, Ansehauung Ifit 
auoh innerhalb dar Hathematik alna unverzichtbarB Kraft, 
©hne die die Hathematik ain starrer Forrnalismui mit g#* 
ringem Irkanntniswert bliebe. Genauer geaagt, ohne ^n*" 
schauung gSba mB Ubarhaupt ksine Mathamatik* 

Faflt man "Aniohauung" in diesam Sinna, dann lit dai Auf* 
itellen geomatrisohar AKiome nieht nur duroh Anscbauung 
motiviert, iondern in der Anaehauung begrtindet* 

Allardinga Italian wir im ainzalnan noeh besendera Forde- 
rungen an die Ansehauungr wenn ei urn Axioraa geht* Dlese 
Forderungen aind nioht arkenntniithaoretiiehar , sondtrn 
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denKdkQnomischar und Msthatischer Natur. Axioms sQllsn aia^ 
fach und mdglichst gut durehsichtig seln. Dabal gibt es 
kelnen aindautigen Bagrlff von "elnfach", wenngleich man 
im einialnan Grliiide dafUr angeben kann, warum das sine 
Axiom einfachar let als das andere* Prinzipiell kann man 
jadoeh auch kompLlgisrte Saehverhalta als Axioma setEen 
und elnfachare als SStia daraus harleiten* Da man jedoch 
dla Widerspruehsf raihelt von Axiomen naahweieen muflf 
empfiehlt sieh auich hier meistens die ZugrundeXagung 
m5glichit einfacher Annahman, Dies iat aine Frage der Deiik-- 
dkonomie, 

Entsprachend 1st ee mit dem Msthetischen Aspekt. Sowohl 
dia Xsthetik der SpraGha wie die Xsthetik in dan vorge-- 
itailtan mathamatischen Objektsn sind nicht erkenntnie^ 
thaoratiSGhe Notv/endigkaiten# sondern koiwnan unserajr 
Phantasia, unsarem Empfindan und maiat auch der Dureh^ 
sichtigkait von SaGhverhalten antgegenp 



II. Axioms do/i cLb6ctatm GeometAie 

Wandan wir uns nun ainar axiomatischen Begriindung der 
Gaometrie zui Die urgprtinglichtn Objakte der Geomatrie 
waran idaaliaiarte Kbrpar wie Geraden, Prismen, Pyramideri. 
Allerdings erkannte man schon sehr frUh, dafl slah fUr eine 
logische Handhabung der Geometrie die Elemantarbaustaine 
Punkt und Stracka bzw, Punkt und Gerade baaondtrs gut 
eignan* So dient heute mit Racht eina propMdautischa Bm^ 
traGhtung von Prigmen und Pyraiiilden daiu^ dafl der Schtilar 
anhand dar Eckan ynd Kantan eln "fUhlbarai" VethMltnta 
zu dan abstrakten geematrischari Begriffan "Punkt'S "Btteaka" 
biw, "Garade" ant^ickalt, Man gaht vom Gan^an z\x dan ^Teilen 
und baut aus dan *Tailan mit Hlifa von Eigensohaften and Esla, 
tionen dar Telia {z,B, LMngen# Winkal) wiader dai Gmmm mt. 



Will man allerdlngs ein braitea^ axiomatischei Fundament 
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der Gcometrle gewinnen# so darf man nieht bei der Analyio 
olnaelner KBrper mlt sehr spezl.clien Eicujiischaf ten stehen- 
bleibfin. Beobachtetc lUtienschaf ten mUisen vom einasclnen 
Objekt abldsbar Bmin. Besonder^ klar tritt dice bai Inr.!- 
donaeigGnBchaf ton von Punkten und Goradan s^utaga, (Eum 
Folgenden vgi, die EinfUhrungon in {2) und (J)), 

Fragen wir noch einmals Was sind Uberhaupt Punkto und Ge- 
raden? Wir sprachen schon von don Eckon geometriacher 
K5rper, dio wir als "punktf 6rmig*' empfinden, Sie treU©n 
aueh in WoUnraumen ^uf , atwa dort^ wo eich Dockc und zwci 
wande treffan, Wir reden von ainem "Treff punkt" , wonn 
v/ir eine baatimmte BteXle meinen* wo aich Menschon %u- 
sa™enfinden. Auah klaino Flecke warden als Punkta ba- 
zeichnet^ atwa der Punkt am Enda ainas SatiaSi der durch 
Auftragen einar kleinen Mange von Bleiatif tkohla# Tinte 
Oder Kugalsehreibarfarbe auf Papiar Eustandekomrat . Etwas 
abstrakter^ abar immer noch teehniich motiviert, ist dar 
Bagriff das "Drahpunktae" oder "Mittalpunktoo" einer 
kraisfdrmigen Sahaibei Geht man eehliaflliah dam eprach- 
gaschichtlichen Uriprung des Wortas "Punkt" nach, so 
staot man auf das latainische Wort "pungere" t= staehan, 
d*h, auf die Varbindung dar Vorstellung "Punkt mit Nadal- 
spitEa" bzw. "Spaarepitie" und dam Loch, das durch diesa 
arzeugt wird, 

Xhnlich steht as mit dem Bagriff der "Cerade" , Wir haben 
aine Voretellung von Geraden bei dan Kanten der Prisman 
und Pyramidan, bairn ^ueammanstoBen ^waiar WMnde ainas 
Zinuners, beim Spannen ainas Fadens • Allerdings tritt 
hierbai eine aiganartige Doppalheit zwiaehan "Gerade" 
und "Strecke" auf. Tachnisch bagagnan uns nur Strecken, 
Aber das unbegrenEte Aneinanderf Ugan von Streckan drSngt 
lich anschaulieh auf. Euklid hat die unbagrenzta VarlMngar 
barkeit dar Gerada in saine Postulate aufganonynan * Viel- 
leicht war as nur ein historisohar Zufall, dafi Punkta 
und Garadan, nicht Punkta und Streckan zu den Grundbau- 
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steinon dor Geometrlti orklMrt wurden. Aber es spricht 
durchaua vial dafUr, daO dor liuyrlff *»Gerada" slch auf- 
grund seiner gr50eren mathonuM i nchon (nicht anechau^ 
iiahen) Einfachhait und Homogonltat durchgeoetz t hat* 
Alle Punkte einor Goradtui sind glaiehwertig ^ der Unter- 
gchiod gwiachen innoren Punkton und yndpunktf*n ent- 
f^llt, Eine Gerad© lot durch je zwei ihrer Punkto bo- 
stimmt, elno Strecke nur durch ihre Endpunkte. Boi 
der historiaehen Entwicklung des Begrlffes "Gerade" 
Bpielte das geBpannte Sell eine groBe Rollei nicht nur 
ale Urblld einer goomGtrlschon Linici sondorn durch 
aoine Verwendbarkeit fUr dig Zeichnung von geraden 
LinieHi Kreisen und rechton Winkoln. Di^ altdgyptischon 
Geometar wurdan von ihren griechiSGhen SchUlern als 
''Seilspanner" bezeichnetr und die aiteote geometrioch© 
AbhandUing auB Indien tiber di^ KonBtruktien von AltHren 
heiOt "Suivaautra" - Regeln des Scaila, (Vgl, hiarzu 
(S* S. 4) ) . 

SehlieSlich bamarken wir noch, dali wir die Vorstellung 
dar Gorade auch bei der Betrachtung aKialsymmatrischar 
Objakta vorfindon, Alle h5heren Labenwesen baiitzan 
einen symmetr ischen Bau, der eich in ainem frontal auf- 
ganommenon UAld in axialar Symmetrie niedarschlMgt . 
IntareBsanterwaige wirkt diaser aich iin Bau von Autos 
aua? die ^bonfalls bai frontalar Betrachtung axial- 
symmatrlEch aind. Sahr eindrueksvoll Bind auch dia 
Spiagalungon an ruhigar Waesaroberf IMcha oder die Er- 
^eugung von Tintenklecksan in gafaltetem Papier, 

Soviel EunMchst liber die anschauliche Motivation von 
"Punktan^* and "Geraden", Btellan wir jetzt die Fraga, 
wae Punkta und Garadan "wirkllch" sind, dann miisaen 
wir lugebeni dafl wir kainen Schritt weitargakommen 
sind. Dies liegt aber nicht daran^ daS wir einant 
falichan Wag gewMhlt haben, sondern daran, dafi die 
Frage selbst nicht sinnvoll ist. Schon Eukiid hat uni 
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das vorgofahrt, ob hewuflt Oder unbewuflt, 1st nicht be- 
kannti In Euklids "Elemantan" wird ein Punkt als das 
definiert, was koine Telle hat^ und Geraden werden ala 
"Lange ohna Breite" elngefUhrt, In den Axiomen und Be- 
woisen wird allerdings von diesen Deflnitlonen Uber- 
haupt kein Gebraucli gemacht* X.edigliGh auf die Rala^ 
tionen Ewischen Punkten und Geraden koimnt es ant nicht 
auf die "Objekte'S die wlr Punkte Oder Geraden nennen. 
Auah die Erkiarung# ein Punkt sei eine ** Ideali^ierung" 
von sahr kleinen Objekten, bleibt im Bereich der An- 
sehauung und geht nicht in die mathematischen Uberle- 
gungen ein, es aai denn, man hat bereits eina Geometrie 
mit Matrik Oder Topologie entwickelt, in der ain Punkt 
nachtrHglich ale Gren^wert ainer Folge von Figuren an- 
geBehen werden kann# deren Durahmeaser gegen Null 



Hilbert hat am schMrfstan diasan Sachverhalt ausgedrUekt, 
wann ar sagt; Man kann sich unter Punkten und Geradan 
auch Sttihla und Tiache voratellen. 

Gleichwohl darf man dies nicht ala Freibrief fUr einen 
willkUrlichan Umgang mit gaometrischen Objakten anaehan^ 
jadenfalla dann, wenn die Geometrie Erkanntniiaa (ibar 
den phyaikallschen Raum und die Objekte im Raum liafarn 
soll^ Man kann Ewar willkUrlich Axioma aatzan und dabei 
eine gaomatrisoha Sprache benutzen* Will man aber mit 
der Geometrie Ordnung in unaera raumlichen Sinnesein^ 
drQcke bringen, dann mufl man von dan anachaullehan Ge- 
gebenheiten auagahen* 

Eine der interesaantesten Fragen ist hiarbei dia naoh 
der Eindeutigkeit der Anschauung. DaB zwei verschiadene 
Punkte dureh ganau eine Gerade verbunden warden, iat 
anachaulieh aufgrund zahlraieher Erfahrungan akEeptiart. 
Dennoch ist von dam daniachan Geometar Hjelmslev eine 
aogenannte "natUrlicha Gaometrie" axiomatisch begrOndet 
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worden, in der von "benachbarten Punkten" die Rede iat, 
Darartige Punkte werden durgh viele Geraden verbundeni 
in Anlehnung an die anachauliche Feetatellung , dafl wir 
Punkte als "Flecke" anaahen, die^ wenn eie nahe anein- 
anderriicken, ineinandar verschwimmen. Dieaar Aufbau der 
Gaometrie iat ebenao lagitim wie darjanige, in dam je 
2wei Punkte eindautige Varbindungsgeradan haben. In- 
dessen iet er aher durch Niehtansehauung als dureh An- 
schauung motiviart, Ganauer gasagti Hjelmalav trMgt 
dam Variagan der Anachauung bei inainander varsahwinunen" 
den phyaikaliaahan Punkten dadurch Rechnung^ dafi er 
nicht idaaliaiert und dia makroakopiach anschaulichen 
Annahmen (ibartragt, sondarn das Gegenteil ausdrtiaklich 
zulMt. 

Sehan wir von dem Auanahmefall Hjalmalav* acher Gaome- 
tria ab, dann blaibt hinaichtUch ainar Motivation ain- 
deutigar Verbindungageraden immer noch folgandes Problams 
Zwar denken wir hiarbei haute ebanso wia die indiacheni 
Mgyptischen und griechiachan Mathamatikar meiat an einan 
zwischan zwei Pfahlen Oder den HSnden stramm geapannten 
Fadan. Abar Garaden traten ja auch als Kantan auf, in 
danan aich ebene Flfiehan achneiden. Ea wMra denkbar, 
dafl dia so gewonnanan "Garaden" andare Eigenachaf ten ha- 
ben ala dia aua geapannten FMden abgeleiteten. Wir legan 
demgaganubar aine IdentitMt dar beiden "Sorten" von Ga- 
radan zugrunde, Hierin liegt anachaulich gesehen aine 
Starke Abstraktion^ wanngleich aich dieae hinterhar aueh 
empiriaah beatatigen laflt, etwa indem man auf den Maurer 
hinwaist, dar mit Hilfe aines Lotea nachpraft, ob eine 
Mauerkante gerade ist* 

Intsprechendae iatuber die Beziahung von gespanntam Padan 
und Lichtstrahl zu sagen. Wir nehmen an, dafl as sioh bei- 
dee Mai urn dia gleiche Art von Geraden handelt und be- 
stMtigen diea dadurch, dafl wir flach iiber eine Kante hin- 
wegschaueni Die Korperkante fallt optisch in einen Punkt 
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zusammen. 

Bleiben wir albo fOr unsere Zwecke dabei^ daS zwei ver- 
schiedene Punkte ateta durch genau eine Gerade vearbunden 
werden, Ala eraten Schritt zu. einer axlomatiagh taiBfrlin- 
deten Geometrie legen wir daher (in der Formulierung 
von Hilbert) feati Gageben aeien Ewei Mengen von Dingen; 
die Elemente der einen nennen wir Punkte, die d^r anderen 
Geraden. ^wiachen Punkten und Geradan aei ©ine Iniidenz- 
beiiehung "liegt auf" gegaben, 

AKiom I 1 1 Zu je zwqa voMMo^dmrn Vunktm Qlbt u yen^ (Um 
Gmade., mi dm ^lo. beide lltgrn^ 

Wir fugen die beiden folgenden "Reichhaltigkaitaaxiome" 
hinEU (aua Zeitgrtlnden^ gahen wir hier nieht auf das Pro- 
blem dar endlichen Geometrian ein) i 

Axiom I 2i Aui jedeA Gmadm llesm mindute^m dKol ueA^d^^edene 
Punkte ^ 

Axiom I 3i gibt dKoX rUdvt mi e.inm und diMHbm GoAadz ge- 

Wenden wir una nun dem Problem der Parallalen zu* Be= 
kanntlich hat man lange verauaht, daa euklidiache Pa- 
rallelanpoatulat aua den anderen luklidiachan Axioman 
herzulaiten. SchlieSlich stellta man feat, dafi dies 
nicht geht und entdeakte die nichteuklidiache Gaoma- 
trie. Analyaiart man einmal daa Parallalenproblam nicht 
historisch, aondern von den Probleman der Anachauung 
her, so stellt man feat^ dafl aich die Magliohkait alter- 
nativar Geometrien nicht nur logiaeh, aondern auoh an- 
schaulich anbietat, Geatatten Sie, da0 ieh dies mit 
einer Frustration arlMutera, die ich ala Schtiler der 
mittleren Klaaae hatte, lange bevor ich etwaa vom Pa- 
rallelenstreit wuGte. 

Unser Lehrer sagtes "Parallele Geradan schneiden sich 
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im Un^ndlichen" 



und begrUndeta das folgendermaflen i Man 
drehe zwei Geradan mit 
Schnlttpunkt P urn je 
einen ihrar Punkta A 
biw. Bt bis ala parallel 
sind, Dann wander t P 
naeh unendlich. Also 
schneiden sich parallele 
Geraden im Unendlichan* 




Dar glaicha Lehrer brachte uns an anderer Stella das 
Unterrichts beii HMlt man einen Kreis in einam Punkt 
fast und ISfit den Mittalpunkt in einer Richtung naeh 
unandlich wandarnr dann gaht dar Kraia in eina Gerade 
ilber. Ich sagte mir nuns Wenn man zwai (nichteGhnei- 

dande)Kreiga in ihren zu- 
einander am nMchstan ge^ 
laganen Punktan h, B fast- 
hMlt und die Mittalpunkta 

in antgegengesatztar Rich- 

tung naeh unandlich wandern 

Iflflt, dann gehen dla Kraisa 

in, parallele Garaden liber. 

ihra Punkte kpmmen sich nir- 

gends nMher als A und B, Also echneidan sich parallala Geradan 
nicht. Ich konnte diesen Widerspruch nicht verstahen und 

bakam Komplexe* (Ich war zu achUchtarn^ mich dashalb an 

den Lehrer zu wenden.) 





Wann as um Probleme das Unendlichen gaht, ao kann unsere 
Anechauung nicht nur versagenr eie kann auch zu logiseh 
entgegangesatztan Schldssen komnian* Dies sagt kainaswago 
etwas gagan diij Anschauung, im Gegentail s * Hatte man 
konsequentar die Anachauung in dar Parallelenf rage lu 
Hilfe gezognn^ ware man vielleicht ahar auf die nicht- 
euklidischa Geometrie gestoflen* Hat man eich aimnal klar- 
gemacht? dafi man die SMtze dar Geometrie nicht aus dar 
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Anschauung herleitetet, sondern die geometrischen AKiome 
mit Hilfe der Anschauung als mdgliches Ordnungsmodoll 
fUr die SinneaeindrUcke Betzt, dann legen anschauliche 
Alternativen aunsh logische Alternativan nahe, 

Inzwischen iBt man darangegangen, cin gemeinsames Punda'- 
ment fUr euklidische und nichteuklidische Geometric %\x 
achaffen* la wird auah absolute Geometrie genannt. Man 
klammert mit der absoluten Geometrie konsequent die An- 
nahmen Ub&r das Unendliaha aus, man treibt in gewiBser 
Weise "Geometri© im begrenzten RaumstUck". Im weiteran 
sollen einige Asiome entwickelt werdeni die zu einar 
- noch recht allgemeinen - Geometria ftihrt, Sia ist dar 
von F* Bachmann (1) angegebenen "metriachan Ebane" 
Mquivalant, Allardinga wMhlen wir niaht dan rein gruppen^ 
thaoratischen Weg Bachmanns # 

Hierzu aei folgendes bmerkti Ist auch die Spiagelungs^ 
goometrie Bachmanns sehr elagant und trMgt den ansohau- 
lichen Gagabenheiten der Sy^fmnetrie Hechnung* eo enthMlt 
aie am Anfang wenigar anschauliehe Elemente* Auagangs- 
punkt iat nMmlich aine Gruppe mit einam System von in- 
volutarischen Eriaugendan, daa gegenilber inneren Auto- 
morphiamen invariant ist, Ewar kann man daa anschauliGh 
arlautern (bei Bachmann geschieht dies auch in ainer 
5'\sf Uhrlichen elamentargeomatriachen Einleitung), man 
steckt dabei aber recht komplexe und komplizierte Sach- 
varhalte in die AKiome hinein. Dies soli hier zum min- 
destens abgemildert werdrn. 

Ein Formelement der Anachauung^ das sich ftir die Ba-^ 
grUndung der metriachen Geumetrle eignfet, ist daa das 
Senkrechtatehens oder der Orthogpnalitat , Zwar wird 
haufig daa Senkreahtstehen durch den "Winkel 90^" da= 
finiert- Man kann as aber auf sehr elementara Axiome 
dea Senkrechtstehens aufbauen. 
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Das Wort "senkreGht" Oder 
"lotrecht" drUckt von selneni 




Ursprung her sine Relation 
zwischen einer horiiontalen 
FlMche^ etwa einer Wasaer^ 
flMche; und elnem uber diese 
gehMngtee Lot aus* Ersetzt 



man dag Lot durch eine Ga-^ 
rade und die FlMche durch eine in ihr liegende Gerade 
durch den Lotfuflpunktf dann arhait man eine Relation 
zwiaahan iwei Geraden* Allerdinga ist die Syimnetrie 
dieser Relation niaht durch das Experiment mit dam 
Lot mQtivierts Lot und Horizontale sind nicht ver- 
tauschbar. Paitet man dagf.gen ein StUck Papier zwai- 
mal, so dafl heiiw zweiten Mai die Kante der era ten Fal- 
tung in sich geknickt wird, dann ergibt sich "eine 
Rechte*S wla man sagt, ein Viertel daa Vollkreiaas- 
Durch Vergleldh mit der Lotrelation atellt man wiedar 
empirisch fast, daB in beiden Experimenten die glaiehe 
Sankrechtreiafcion ^uatandekomint* Mit dem gefalteten Pa- 
pier IMflt aich dann die Symmatrie dar Senkreahtbaziehung 
motiviaran. Wir legen also feat: 

Gegeban aei eina Relation "aenkreeht" gwiaehan den Ga- 
raden ^ 

Axiom S 1 t J^t a zu b 6mlvtmktf dam M aaah fa zu a ^mk/Lmi^, 

Wie durch dae Lotexperiment nahegelagtf gibt ea durch 
jeden Punkt ain Lot auf eine vorgegabene Gerada^ sofarn 
wir una auf abene Geometria beschranken* Hier taucht 
nun wieder das Problem der Eindautigkeit auf* Boll das 

Lot immer als aindeutig ge- 
">C^ fordert warden? Diaa hMtte zur 

Folga, daB sich zwei Senkrechte 

^ ^ derselben Garaden niemals schnei- 

I T den dUrf en* . Beaahtet man aber^ 

dafi zwei Senkrechte dersalban 
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Gerada^ anachaulich geaehen^ "parallel" sind^ dann be- 
deutet somit die lindeutigkeit des Lotes eine Festlegung 
Uber den Schnitt von "Parallelen'' . Dieo wollcn wir im 
Rahmen der absoluten Geometrie vernieiden, Wir begnUgan 
uns daher mit einer Eind©utjgkGiteforderung# die nichts 
liber den Schnitt von "Parallelen" aussagti Das "Errlah- 
ten" eines Lotes in einem Punkt von a sei stets ein- 
deutig bestimmt, Alsoi 

Axiom s 2i Zu eiiiGA vo^gegefaenen Ge/iade a md 6.inm uo4gegefaenen 
Pankt P Qlbt 2A QAng zu a 4ertfeAec^ite Ge^flde b> rf^e 
duAch P v2Aldu^t, U.egt P mi a, dam <4t b ecnrfeu- 
tig beAtijmt. 

Schliefllich tragen wir der Annahme Reahnung, dafl die 
"HoriEontale" durah den FuSpunkt des Lotes verlaufen 
soil {b©i raumliehor Geometrie braucht daa nieht zu 
seln) I 

Axiom S 3 1 lyoal ^enfctecMe Gmadgn ^efiKietden Mdi 6teM ge- 
nm ginm Punkt, 

Die so aingefUhrten Inzideni-- und OrthogonalititsaKiome 
bieten eine ausreichende Grundlage/ urn nuninahr Spiege= 
lungen zu def inieren und dann Axiome uber Spiegalungan 
und allgemelnen Bewegungen (als Produkte von Spiegelun- 
gen) auf lustellen . 

Zur Definition dar Spiagelung grelfen wir anschaulich 
bekannte Eigenschaf ten von Spiagelungen heraus, Warum 
wir diese und nicht andare auswMhlen, brauoht dabei 
nicht naher motiviert zu werdan, Wir haben hiar dan^ 
selban Freiheitsapielraum wie bei der Auswahl der Axiome 
liberhaupt, Entschaidend ist, daS die gawMhlten Eigen- 
schaf ten und Axiome das GebMuda dar Geometrie tragan. 
Wir eetzen hiar den allgemeinen Begriff einer bi4jaktiven 
Abbildung voraus (er ist gaometrisQh motiviert) und da- 
finieren aine Spiegelung als bijektive Abbildung der 
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Menga aller Punkte auf sich mit folgenden Eigenschaf teni 

(1) Geraden werden eteta auf Geraden abgebildet. 

(2) Das Sankrechtstehen bleibt erhalten. 

(3) Bs gibt eine Gerade a, die punHtweiBe festbleibt. 

(4) Nicht alle punkte bleiben fest. 

Die Gerade a haiflt Aa/ue der betracUtefcen Spiegelung* 



Axiom B 1 ("Bawegungaaxiom" ) % Jede Ge/iade Ut Aahtz ggmu 

Axiom B 2 1 EUdU UM. SpigQeMnQ P P' ab, dmn blld^t 6lz 
auah mi P ab, 

FQhrt man zwei Spiegelungen an Geraden a, w mit ainem 
Sahnittpunkt R hintoreinander aus? so erhilt man als 
Gesamtargebnis eine Drehung mit R ale Drahpunkt* Dies 

ergibt sich ansahauliGh 
wie in der Firgur angedeU'- 
tet* Betrachten wir nun 
eine beliebiga Gerada a 
dureh Ihre Bildgerade 
unter der eben eingeftihrten 
Drehung sai mit ba^ 
zeichnet, Sei P ein Punkt 
von a und P* sein Bild^ 
punkt bai der Drehung. 
Wir fMllen ein Lot b von 
„^ R auf die Verbindungsgerade 

von P und P* (dabei sei 
P4=P' vorausgesatit) * 
Bei dar Spiegelung an b 
wird ebenfalls P auf P' 
abgebildet. Man eieht, 
dafi daaaalbe fur alle Punkte von a der Fall iat (nicht 
aber fUr die auflerhalb von a liegenden Punkte) , Diesen 
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Sachverhalt wMhlen wir ale AHiomi 

Axiom B 3 1 E^rte GeAode a duAah R i^eAde duAch e<rt£ VuPmng am 

Dies I^Kiom ist zwar anschaulich motlviert* aber ver- 
gLiGhen mit anderen AKiomen nicht besondere einfach. 
Da ee Sehr schnell lu einer FUIle geometrisehar SMtie 
fUhrt^ nahmen wir uns aber die Frelheit/ die Einfach- 
heit hinter die ZweckmMfilgkeit gurUckzustellen * Wir 
sahen aahon^ da.fl dies keina prinEipiellef sondern sine 
denkdkonomische Frage ist. 

ErsetEan wir die Geraden a, y mit Schnittpunkt R durch 
Geraden u mit einer gemainaarnen Benkreehtan t , dann 
Ubertragan sich die eben Uber Drehungen angestelltan Be- 
traehtungen unmittelbar auf Translationeni 

Klappt man eine Figur naQheinander an u und w um^ dann 

ist das Ergebnia ansahaU'^ 

; iich daseelbei wie wenn 

man die Pigur Langs t 

vergchoben hat* Wir de- 

^^>t<.£4£n dahar eine T/Lani^ 

t toMon Mngi t als Hinter'" 

{111 ainanderausfiihrung zweier 

1 1 

Spiagelungen, deren Spie- 
gelaehsen eine geineineame Senkraehte t besitEen. 

Axiom B 4 s iln^ GiAadg t ienfe^ac/ite Gmade. a weAde duAah 

eXm TKamlajUon Mwg^ t aai 
OA^M Gmoudo^ cL^ abQ^bAjLd&t, 
Vmn glbt e<ne SplzQeMr^f 
— — ^— f die. a pankMsMt gmoiuo 

s b ^ TKamlation. 
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Ein System von Punkten und Geraden mit einer In^ideni- 
und elner OrthogonalitMtsrelation# das den Axiomen 
ll-tBfSl-SB und B 1 - ^ 4 gentigt, nennen wir me- 
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GEOMETRICAL INSIGHT AND THE SOLUTION OF PROBLEMS 
T,J* Fletcher, Darlington 



IwUtodacMon 

In diSGusoiona of matheniatiCB curricula in recent years 
there have been differences in view to the extent to which 
wa should 

work for a aystematiG eKpoEltion of the aubject 
matter 

or ii, stress the activity of problem solving* 

To do the first does not neaeBsarily imply starting aKiomati-' 
caliy, as it is quite possible to provide an eKperimental 
approach in the early stages follo^fed by f ormalisation later. 
The point is simply that it is the strategy of the courEe to 
develop an overall view of geometry as a unified structure, 
and of itc place in the hierarchy of mathematical systems, 

TO do the second involves the study of problems of two kinds* 
There are the internal problems of the subjects theie are 
hard exercises i the outcome is geometrical^ the question in 
a certain sense presupposes the type of solution. There is 
also a wider range of problems, problems in which the question 
does not suggest a method of solution and in which geometry 
may or may not be used as a tool* 

The orderly development of school geomstry is certainly a 
problem which demands attention. At the very least each tea= 
Cher should have his ideas on how it should be done. The order-- 
ly development of geometry includes establishing its connee^ 
tions with other parts of mathematics. At Carbondale in 1971 
(2) I explained ways of approaching Hilbert's work on the 
foundations of geometry and its relationship with abstract 
algebra, by considering the geometry of perspective and of 
nomograms. The important theoretical ideas here are the in- 
cidence aKioms, and the theorems of pappus and Dasargues* 



231 



222 



I would to think that these ideas aould be made acGessibla 

at school, although i believe that this work hae not yet been 
made available in a sufficiently simple and a sufficiently 
well motivated form for this to b© possible for any except the 
most gifted pupils, 

I feel that 1 have nothing more to add to what I have already 
said about th#@e impDrtant problems concerning the theoretical 
franiework Into which elementary geometry is to be placed # and 
today 1 am more concerned with the use of geometry in the so'- 
lution of problems whioh originate elsewhere, ^t the ICMI 
meeting at Ichternach last year 1 gave some eKamplas of prac- 
tical appliQationa of number theory ^ and in most of these 
cases geomet3?i<pal considerations greatl y asaisted an under- 
standing of thm number theoretic ideas (4), There are many 
places whert geometry provides powerful elementary proofs in 
an uneKpected way* 

The solution q( problemg by unexpected geometrical methods 
gives a warning against believing, that the problems of teaching 
geometry would be raaolved if only we could organise the sub^ 
ject matter in the right way. Geometry invglvea a variety of 
methods and outlooks. Some problems are best done by one 
method, and others by other methods* No one approach to geo- 
metry has so iM-r proved to be uniformly superior to others* 
In this paper 1 aim to show some of the excitement of geome- 
try^ but I hmm little encouragement to give to those who 
would seek to improve the teaching of geometry by establishing 
a more orderly tidy system. 

As part of the school mathematics curriculum geometry has 
been on the retreat (in Britain at least) for many years, and 
its place is still diminishing* As part of the struggle to 
maintain it we must emphasise its value in other parts of 
mathematics # and the help it gives to the ordinary student 
to visualise relationships in the world around ^ not only 
spatial relationships but other types of relation as well* 
Most of my eKamples use ideas which are completely traditional^ 
and I do thi# because I believe that teachers do not know 
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^noufh appllaatians of those old ideas* I welooine new Ideas 
in aahool geometry as well, and I hope that applieations of 
these will be used in teaohing in a similar way. 

KunninQ tHa.ck and ^ootbaZ p<Xah 

Example 1 The first problein is clearly geometrical. What is 

good shape for a running track? flhilst the problem is geo* 
metrioal it is not at all obvious what geometry is involved. 
If we want the best shape, what are we trying to optimise? 




Fig 1 



Previous experianc^ suggests constructing a traok with 
straight sides of length If and semi-circular ends of radius 
/L, I hope you will excuse me using the now obsolate Imperial 
units, and allow me to design a track whose overall eircum*^ 
ferance is 440 yards. (You may work with 400 metres if you 
wish.) The rectangular area in the middle can be used for 
other sports, for example for a football pitoh. Let us try 
to maximise this area. 

Prom the perimeter 

iT^L + £ ^ 220. 

The rectangular area in the centre is A ^ 2jlI, and this we 
whish to maximise. 

With pupils who know no calculus, and very little algebra, 
we may conduct numerical experiments, and establish the prin- 
ciple ^ 
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If the flum of two numbers is constant, their product is a 
mmxlmum when they ara equal « 

(Slnse we are mainly aoneerned with geometry you may like to 
eonsider geometrical proofs of this principle-) 

If we are clever enough to write 

w ' 

we see that the principle applies. The sum of and t is 
110 f io tjhelr product is a maximum when 

Bo I ^ 110 and 4 ^ 3S , taking if H/f. 

TOis gives a playing area of 110 yards by 70 yards. Is it 
coincidence that these are exactly the minimum dimensions of 
an international pitch in the Inglish rules of football? 1 
would be interested to know what figures are given in European 
regulations • 

There is a small objection* Some space must be left outside 
the side lines of the football pitch. This can easily be 
arranged if £ is diminished a little for the running track 
and K increased* Looking at the football pitches on television 
in the recent world Cup it was very clear that the semieircU'- 
lar ends of the running track did indeed start just before 
the corner flags were reached. 

A recent innovation in many school courses is the topic of 
linear progranuming* The geometrical outlook gives a helpful 
framework within which to visualise such problems* It is not 
easy to give eKamples at school level which are genuine and 
which involve only a small number of variables. 



A few years ago the football team in my home town was engaged 
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in a fight for promotion at the top of Division Pour of the 
English Football League. Bookmakars were offering the follow- 
ing odds on three teams 

Darlington 5-4, 
Bradford evens, 
Southend 5 - 1 . 

Is it possible so to lay bets that one wins whatever the out- 
come* We do not expect to be able to do so - but have the book- 
makers eovered themselves? and how do they plan ao that they 
are safe? 

Let us sonsider the outcome of laying stakes of x units on 
Darlington, y on Bradford and z on Southend, 

If Darlington win we receive back our x units plus 5x/4 but 
lose y + z* So if we are to make a profit we must have 

5x/4 > y -¥ 

Likewise if wa are to make a profit if Bradford win wa must 
have 

y > X + 

and if Southend win 

This can be seen as a linear programming problem in three 
dimensions. It is useful to draw a diagram in triangular coor- 
dinates using isometric paper, Fig. 2* We can see, as we might 
expect, that we cannot satisfy the three constraints simul- 
taneously. But the bookmaker wishes to satisfy the three in-* 
equalities with opposite sign^ and this he can do* But ha 
can only feel safe whatever happens if he has arranged to 
have a distribution of bets corresponding to a point in a 
relatively small triangular region* It is for this reason 
that a bookmaker has to be prepared to -lay off betsi that 
is to say to pass bets on to someone elsa if too much has 
been staked on one team* In real life the problem is com- 
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plieatad by the way in whieh the odds may change with time. 

The diagram aan help the gambler to make further decisions* 
Suppose that you decide that Southend do not stand a chance. 
How should you distribute your bets on Darlington and Iradf 
ford BQ as to maximise your chances? 




Tig % 

Examjptt 3 * 

The nesct example is extremely simple. Recently I watched some 
teachers on a course preparing work for young children* On a 
triangul« grid they were drawing hexagonal nunyaera, and pro- 
ducing tihe sequence 

1,7, 19, 37> * . . 



17 19 37 

Pig. 3 
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f did not realise at the time that these nundDsrs have an 
interesting application. Darlington not only hai a football 
team, it also has a world famous company which builds sus-^ 
pensiori bridges. Suspension bridge cables are spun on the 
site, and spun In a number of strands. The cables for the 
suspension bridge over the Severn were made from 1i strands* 
while those for the bridge over the Forth were made from 37 
strands* Why are these numbers especially suitable? 

The p^oblm ioi toMlyst mnmal 
Exmplt 4 

In a chemical plant a catalyst is often necessary to promote 
a chemical reaction* As the reaction goes on the efficiency 
of the catalyst diminishes, until eventually it has t©=be 
renewed. This involves shutting down the plant for a given 
interval of time t . 

If we are given the productivity/ time curve for the plant, 
starting with a fresh supply of the catalyst, when is the 
best time to shut down and renew? 

In general the decay curve for the productivity of the plant 
will ba soma complicated, ampirically given curve. To simplify 
the problem wa will assume initially that the decay curve is 
a straight line. There is no loss of generality If we choose 
units on the two scales so that the initial productivity is 
unity, and diminishes to zero in unit time* 

If the plant is shut down at time t, and restarted at time 
^ + T when the catalyst has been replaced the operation may 
be shown on the graph, Fig. 4. 

The total production par cycle Is given by the area OAEC, 
which is 

Since the cycle length is i + t, the average rate of pro- 
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duation is 

tit - t] 
2 + T j , 

Thare are various ways of continuing and it is instructive 
to eon^are them. 




i^tthod f Students who have learnt the early stages of the 
Galoulus may differentiate and maKimise this funetion of t, 

Hzthod i We may put T ^ t + t , the total cycle length|. 
and say 

t{2~t] (T - t) (2 - T + 



2(t + T! 2T 
To maximise this it is necessary to minimise 



— = I £ f + 2T-T-T (Z+t)/T j. 



2 <iB 
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but to do this is to minimise the sum of two terms whose pro* 
: auat is constant t This may b,e done hy using tha oonverss of 
the prinaiple in EKample 1, The sum is a minimum when the two 
terms are equal i so 

T ^ t(2 + t1 / r, 

T m A (2 + t1 , 

t ^ /tTT+TT " t, 

^athod 3 We may argue much more in terms of the original 
situation* It is foolish to shut the plant down while tha 
produetivity is still above the best possible working avaraget 
also It is foolish to continue operating when the productlvi-- 
ty has fallen below the best possible working average. This 
means that we must arrange for the prodUGtivity to fall to 
average at time ti and so. 

area 8CF ^ area BAEP^ 

Jt^ + 2^T ^ Zt , 

It + t)^ ^ 2t + I 

t ^ /t (2 + t) - t * 

Much can be learnt from this example* It is instructive to 
draw the graph t = / £5(Ht)J and to interpret it. 

In this problem the use of ideas of area enabled a simpler 
solution to be found. This can often be done, and it is a 
strategy in elementary geometry whieh teachers could employ 
more than they do* For example, the theory of nomograms can 
be more simply diacuesed using area than using proportion* 

The third method of solution has further advantages over the 
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6ther two. What shQuld you do in m ohemiaal works when the 
performance of the sataLyst is not neeesserily represented 
by a straight lifte# and when tha catalyst may vary from bmtah 
to batch? 

Comblnato^iMJt pKoblm^ In gtofrnX/iy 

Today pupils will often not meet some of the celebrated geo- 
metry theorems which were studied in the past* It is desirable 
that they develop m general knowledge of some areas of alaasi-^ 
cal geometry, even If they do not always study detailed proofs 
and it is desirable also to link geometry with algebraic ideas 
as well as showing its own self ^"contained independent develops 
^ment.-. 

Some famous clasaieal configurations have interesting groups 
of automorphisms* iimple questions on these ideas can be put 
to pupils as follows. In each case we show a diagram and a 
caption. The problem is simply i 'In how many ways may the 
letters be placed in the diagram?'. These problems are taken 
from ludden ( 1 ) • 

EKoml^ B A, B, Cp P is a cyclic quadrangle, 

AE,QV + AP.BC ^ AC:v8P* 




Pis ^ 
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EKomplt 6 A triangle ABC has altitudas ^V, BE, CF which 
concur at The midpoints of AH, BH and CH , and BC, CA and 
AB, and V, E, F lie on a olrcle. 




Exmplz 7 A, B, C are colllnear* AS 8% C are coXlinaar* 
BC, B^C't CA, C^A' and AS, A*B' intersect in X, y and 2 
raspactivaly * Than X, y and 2 ara colllnaar. 
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£xamp£e_l in a seven point gaomatry the collinear points are 
given by the coluims of the table 

A B C V t ¥ 0 
B C P E F G A 
P E F G A 8 C 




Fit f 



Paradox 84 AoAto^ and aueAag66 

In sport it frequantly happens that systems of ecoring lead 
to situations which to a school pupil seam stranfe/ and aon-- 
trary to what he would expect. As an example we may take an 
eKtraat from the Sunday Mirror on 2 May 1971 . 

"Leeds are favourites but Arsenal can do it* 

If Arsenal beat Spurs OR get a goal-^less draw the title 

will be theirs. If they win they will finish with a point 

more than Leeds, If they get a 0-^0 draw they will take 

the title on goal average , I * * 01 3 of a goal I 

But if they draw by any other seore but 0^0 , . THE TITLE 

WILL GO TO LEIDS, 
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Now the top of the table reaclss 





P 


W 


D 


L 




Pta 


LEEDS 


42 


27 


10 


5 


72-30 


64 


ARSENAL 


41 


28 


7 


6 


70-29 


* 63 



Leads f who have finiahad their League progranmier have a 
goal average of 2.40. Arsenal's goal average is 2,413-^ *013 
better than the Yorkahire olub's* So all Leeds oan do now 
is watt t , * and hope. " 

The question for the teacher ie to sea if geomatrloal diagrams 
can help the pupil to appreciate what is involved in this kind 
of sitiiatlon* It is easier to disouss examples with amaller 
numbers, and so we will leave the example just given and con^ 
aider some others whiah will bring out the principles. 

Example. 10 At a certain time in the season two teams in the 
league have scored an equal nuniber of points * A has goal aggre™ 
gate 9^4^ and hence an average of 2.25. B has a goal aggregate 
of 11^S# and hence an average of 2#2* 

The foilDWing Saturday both teams lose. A loses 3^4^ and B 
loses 1^3, 

Now the supporters of team A might think bhat they started 
with a better goal average .than 8^ and they have dona batter 
this Saturaay - whichever way you look at it it seems better 
to be beaten by only one goal than by two, and In any ease 
3-4 gives an average of .75 and 1^3 gives an average of only 
.33. 

But When the goals are added up each team has an aggregate 
12-8, and so they are now equal* We have a system of mathema* 
tics in which 9-4 and 3''4, and 11-5 and 1-3 both combine to 
give 12-8. 

It is helpful to look at this geametrically (Fig. 9), 

See Fig. 9. 
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^©things ara involva^ ^ vgator addition and aquivmlent 
■fiaattbns. Sub-totals addsd vactorioallyr but when tha 
goml avsraga is ealculmted we are conaerned with tha usual 
^uivalanaa ffalation between fraetions* A vactor disgMin 
prasents the relation-ships in a visual foritir and Is a great 
h#lp in eonitruetlng examplei which ihow the paaullarl ties 
of tha system. This fottn ot presentatian has Important appli^ 
cations to rational approscimation ( 3 ) . 

In this a3cainple# given the performanee of team A, with its 
initial aggregate of 9^4 and the new seore of 3-4,. it is eaiy 
to see that the apparent pftradQK of a team with worse partial 
averagei but the laine overall average is related to the shaded 
area in the diagram, hny point in the area with integral coor- 
dlnatei enables an escai^le to be construoted. 

"Shm following problems atn all be attempted by similar methods, 
There are incidentally two types of problein* Some problems are 
aoneernad with the resulta of one of the given teams playing 
a third teain - these ptoblems are linear* Some probiemi are 
qoncerned with the two given teams playing one another these 
problems are quadratic. 

Example 7 1 

•Two teams are equal on points ? but A has a better goal average 
than B* If they play one another and the result is a draw^ Is 
It possible for g to get a better goal average than A? That is 
to say, can their league positions interchange as a result of 
a draw? 

Example U 

Consider a case where teain A is 2 points ahead of team B, but 
B has a superior goal average, I'hey play one another and B wins 
mo that they now have equal points* 



Can w« be sure that B still has a superior goal average? 
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Example ?3 



Can you construct motm m%&mplem where the total goals fot 
and against w# such that A le ahead on goal average but B 
is ahead on goal diiiWnc2. 1 now that World Cup matchas are 
jiaeidad on goal difference instead of goal average many in- 
tareating aK^mples are lost* 

Prom a theoretical point of view the paradoKes of goal ave^ 
rage arise l^^oaasa tha ©quivalanoe relation involved in equi-- 
valence of fractions is incompatible with vector addition* 
The idea of t^h# oompatibility of an aquivalance ralatlon and 
an operation i$ of the graatest importanca in the davelopmant 
of mathematlqs from a structural standpoint. This situation 
providas a u^afyl counter^eKWpla* 

The boA Wnteage 
Example M 

Tha three bar linkaga is an important praotiaal method £or 
producing alabwate maohanical movements in a simple way* It 
is used in the" claw mechanism in the gate of a film projector > 
in foldaway furniture, in farm machinery and many other placas 
The simplest kind of thtee bar mechanism is shown in Fig, 10. 
XAjAB and BZ ape three barsi pivoted at X and I, and freely 
hinged at A ^nd 8. The interest is In the locui of a point In 
AB such as P, 

What geometrical principles are involved? 
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Lat aPIH ^ \/n with x + ri ^ 
Entreduce vectors K, z, a, such that 

XA ^2, AS ^ BZ ^ X, and - u, then 

z 4- y ^ K ^ a. 

Complete pftralLelograms XAVK and P8JZ, and take I on VK, with 
PL ^ nP^r and take M on P J , with FM ^ XPJ. 

Nov^ d&mpl^ta paraHalogram LPMy, 

XPJ g ^ \y ^ kz 4 \x ^ Xa ^ XX2. 
Hence v dlvidag K2 in the ratio X/n. 

^hia maan^ that KtiLV Is another thrae bar linkage which will 
gana rate the same locus, with P on KL, 

Similarly VmJZ is a third threa bar linjcege which will gene- 
rate the B^mB locus, with P on MJ , 

In other vords th^re are three different linkages, all of wh4sh 
generate the same iDcuSi In a practical problem one of these 
tinight be jftuch more convanient than the others. 

We have taken a slb vectors, But it ie equally true for 

Gomplex mimbers that 

X y + 2 ^ u implies 

and ii. z -x^^-z-xa + nz-^Xx, with X + n - K 

In tarms at QompXeK numbers this means that the triple gene- 
ration theorem is true in the extended case when P is not on 
the Una ABr byt la rigidly attached an^hare in the same plane* 
This is illuistrated in Fig, 11. 

See Pig. 1 1 
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This extended theorein also has important practical appli-- 
aatlons. Three bar curvaa have many attractive geometrical 
properties which ware atudiad in former times but which 
are little known today. Some of these would be worth study- 
ing in schools. 
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THE SOLUTION OF POLYNOMIAL EQUATIONS 
T,J, Fletcher^ Darlington 

Every student of inathematlcs is concerned with the solution 
of pQlynomial aguationB at various points in the couree. The 
algebraic solation of polynQmiais vraa a major concern of 
mathematicians for many canturias , and the discovery that 
the algebraic solution of the quintlc aquation im ii^ossible 
was a major landmark. This vras first achieved by Abel/ and 
very shortly afterwards by Galois* and if thara was any 
singla event v/hich changed algebra from 'traditional' to 
'modern' it vas surely the approach of Galois to the solu^ 
tion of equations * 

To understand this problem involvas considerable traditional 
algebraic manipuletion = and thara are complaints that soma 
students do not get enough practice at this thasa days ^ and 
it also Involves an appreciation of the stratagio Qver^view 
which onn. be prDvided by group theor/. 

Group theory ccmes early in many coursei today, but it can 
easily appear an ■empty' study because it does not seam to 
the student to solve any problems with which he is already 
acquainted* To give the student this idea is to falsify 
history* Group theory arose from the study of certain tra^ 
ditional problains for which previously known methods were 
inadequate* 

Unfortunately the teaching of thase ideae can take a long 
time in a course i and there are many other topics which 
demand attention. We must also respect the arguments of 
numerical analyses that the algebraic solution of aquations 
is a matter of historical interest only, little related to 
current practice * But tha group theory of algebraic equa-- 
tions is worth doing if it can be dona sufficiently brief ly, 
and brevity might be assisted by presenting some of the 
ideas in a more geometrical form* 
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I will present the Idaai at a speed suitable for the present 
audience, but I believe they would be worth dlscussinf 
during the first year of a college course and on inaervice 
courses for teachera, and I wondar if some of the ideas 
might not be used with the most advanced pupils in sehools* 

This presentation aasumes elementary knowledge of the mym^ 
metric funations of the roots of a polynomial, groups, sub- 
groups and cosetSf and the use of aycle notation to denote 
the elementa of a permutation group. The aim is merely to 
show that the qulntic cannot be solved algebraically, and 
the more general problems of Galois theory are not tackled. 
In particular no reference is made to the automorphisme 
of fields. The formal theorems are stated but not proved. 
Proofs may be found in references such as (3, 4, 8)* The 
quadratic equation can be solved by reducing it to the 
problem of extracti ng a sqare root 

2 

and the familiar method continueB. 

The historical mathods for the solution of the cubic and 
the quartic also proceed by using root extractions in 
various ways^ but there is no discernible underlying system.. 
This can be provided by adopting the point of view of group 
theory. Throughout we will adopt car tain sta^ndard notations^ 
and consider the cubic equation 

3 2 
X -¥ px + qx + - o 

with roots oi,S,Y for which 

^ ctBYi' 



2Si 



243 



and tha quartlq equation 

4 3 2 

with roots a,^,y,6 for which 
6 - a^Y^ • 

We assume that p, q, k and ^ coma from som^ number fiald F 
In practice we are usually concerned with tha fiald of 
rational numbers. 

fhare are many traditional axarcisas in whioh the student 
uses these basic equations to deriva formulae for other 
symmetric functions of the roots? although in my own case 
the study was never pursued sufficiently t$^K to see why 
anyone should want to do this. 

In the case of tha cubic a function such asa S +8y +y 
is ^ymojUiL^ in the sense that if any of t\m substitutions 
of the symmetric group on three symbols, Pj ^ is performed 
on tha function then it is left unaltered* 

From this point of view thare are functions which are not 
fully symmetric , but not completely asynmetKia either. 

Ixmplt 1 The following functions of tha roots of the 
cubic equation, 

2 2 

a + B , a + B , Y &nd ay + 3t 
are left invariant by the aubstitutions 
I and (ftg) ? 

which form a subgroup of the group P^. W© will say that 
they have the symmetries of the subgroup 

A truly remarkable property holds for functions which have 
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the same (sub) group • In this case experiment will show such 
identities aa 

+ 6^ ^ (p + y) ^ - 2^/y# 

„ _ I 
ay + By = -pY " Y * 

A lesa obvious result is 

and further eKparinient will show that other rational funGtions 
having the same symmetry^ for example 

^ + 4- a Y + 6 Y a^6-/(a+e) and a+S+a-B" 
a B f # ' 

have the trul^ remarkable property discovered by Lagrange, 
that any one may be expreased as a rational function of any 
Qther. To state this formally - 

ThQOhm 7 Given an algabraic equation of degree n, any two 
rational functions of the roots whioh have the same syminatry 
group may be expressed rationally in terms of one another* 

The proof of thia theorem is not too difficult - it involves 
a certain amount of manipulation with determinants and/or 
matrices (3)* The proof provides an algorithm for actually 
doing what is claimed ^ and furthermore enables it to bs done 
with polynomiale, which are a restricted class of rational 
functions, This stronger result is not needed for our pur-- 
poeaa , 

Studants may gain much manipulative practice by experimenting 
with equations of this kind, 

Exam^tt 2 Consider the quartic equation* Verify that 

8 * a+B and 0 * otS 
belong to the subgroup 

Hi I. (ag), {y6), (ae){Y5)- 
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Verify that 
and 

Find some othsr functione whiah belong to the subgroup H, 
and oKpreas tham rationally in terms of one another. 

Interesting rslatione arise between two functions ^hen 

one belongs to a larger subgroup which contains the subgroup 

of the others 

lExm p lz 3 Considering functions of the roots of the quartic, 

0 ^ aB + y6 
has the group 

Gi I, (a0), {y6), (aftHya), (ay) iB^) , {a6){BY)f 

has the group 

Hi I, (a0) , {y6) I (ttg) . 

It can be verified that 

8 ^ ^ + ^/^ , 

^ cannot be eKpressed rationaXXy In terms of 6^ but it 
satisfies a quadratic equation of which the coefficients 
involve 6, 

Consider also an example invoiving the roots of the oubic, 

tit 
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has the group 



01 



1, t (oY0) J 



Whereas 




has the group of order onei the identity. 



a can bs expressed rationally in tarms of 
some manipulation showa that 



However ^ cennat be eKpressed rationally in terms of 6* 
The bast that can be done is to produoe a cubic aquation 
which ^ satisfies ^ which has coefficients involving e. 



These results exemplify two further general points. If 
the proof ol: Thearem 1 (not given here) is examined it can 
be seen that it demonstrates just as wall that 8 can be 
eKpressed rationally in terms of fi even when the syranetry 
group of ^ is only a subgroup of the group of S . The second 
general pointy how we may attempt to express ^ in terms of B 
in this case, is eKplained in the next theorem, 

Th^oKm 2 If e and ^ are rational functions of the roots 
of a polynomial with coefficients in some field F, and 

i* 8 has group G, 
ii* 0 has group H, 
iii. H is a subgroup of G of index ^, 
then ^ satisfies a polynomial equation of degree 4 with 
eoefficiants in F(e)* 

Note 1 - the index of H in G is 4 means that the order of 
G divided by the order of tf is 4, 
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Note 2 - F(e) denotes the field of numbars obtain«cl by ad- 
joinlnf the element e to the field F. 

The proof of Thaorein 2 is quite short but it will Mt be 
given here, Tha proof doe^ howavar make use of a ggMral 
idea which we will discuss. 

Example. 5 Consider the cubic* 

has the group 

Hi I, Ca8) 

of order 2, This group is of indsK 3, regarded as a sub- 
group of Pj, which is the group of the syranatrlc functiani 
of the roots * 

We know that I and (oi0) leave ^ unchanged* Call it i for 
the moment. The operations (By) and (oyB) however change 
i to 4^ (say) f where 

0g ^ a + Y * 

The remaining two operators (YCi) and (aBY) change / to 
^3*6 ^ Y ^ 

Theorem 2 tells us that ^ ^) eatiafiei a cubic equation 
with coefficients in F. Tedious manipulation will produce 
this equation. 

The theoretical interest is that the three roots of this 
equation are 0^ and 0^^ and that the transforations 

of which transform 0^ to 0 ^ are a eo4e^ with respect 
to H, and the other two transformations which map 0 to 0 ^ 
are the remaining coset. 

It is now possible to show without too much trouble that th 
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famous solutions of the eubic and tha quartic, named after 
Cardan and Ferrari, are aKplicable in this conteKt, It is 
preferable , however^ to emphasise how aolutiona of thejae 
equations may be carried out puAttij bij fioot mtmcXloM. This 
we will now do* W© introduce $n intra trick, the theory of 
which we will oonsider lafcar^ which enables us to proceed 
from One stage to another by iOlving equations of the 
aapeaially aimple form J ^ n ^ * In the course of doing this 
it will be necessary to intJ^Qduoe complex roots of unity, 
as circuinstances demand, 

£xfflip£e 6 The symmetric functions of the roots of the cubic 
belong to the group P^. This has ^ subgroup of index 2, the 
alternating group A^, 

h function which has this f^roup ia 

1 i 2 

0^ ^ a B + By + Ya. 

Under the other transformations ot Pj this becomes 

2 2 2 

~ B a + Y S + o Y. 

From these two functions we inay form 

- j^j - ^2 ^ ae(oi-fi) + IyCB-y) + YQt(Y-o). 

^s the argunient develops we will ooine to regard J as being 
not so much the differenca of and but as tha two 

values of 0, added with weights equal to the two square roots 
of unity - but more of this later. 

Tha important thing about J" is that it is a function with 
group A J whose square has group * This is best seen by 
realising that the operations ot either leave X it is, 
or multiply it by Hence in either case they leave X 
unaltered* 
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Hence J" which has group A^, satisfies the equation 

j 2 - 6, 

whara 9 is eome function with grpup t vjilch we may regard 
aa known, beQause there ie an alfortthm for construGting it 
from the cosfficients of the orlgln^i ^qwatlon. 

£ can be evaluated by taking a squAW tmt, and now all 
rational functions with group can be regarded as known, 
in the sense that Theorem f'providtft^ a method of expressing 
all others in terms of the we h&^m ^M^d. 

Wa now start again and try to find ^ fiin«stion whose group 
is tha identity but whose cube hm ^^m$ A^, Consider 0^^a. 
Under the other operations of A^ %^kmm the values 

0^ ^ B and ^ > . 

Now form a new function X / 

^ s + ii)S + tii^Yi with ^ 1 f U) ^ 1 . (1) 

This is to be regarded as the sum of th^ thrae values of 
our original 0i weighted with the thtm ipQmpleK roots of 
unity. It is easy to verify that X m group I, whereas 
its cube has group A^. Hanee 

with some new function e which is Knowjkj* in the sense that 
we can express it rationally in t^mB already known quan- 
tities inaJuding the old J^* 

Now 

is also calculable r since it has thm s^w group as jf . In 
fact 
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Furthermora 

-p ^ tt + I + Y* (3) 

Equations (1)^ (2) and C3) may now hm solved for a, B and y, 
and the aquation is solved eompletaly* 

The proceas of solution la to be aaen as waking systematic 
aally from functions with syminetry group 4own to functions 
whose group is the identity* Note that any given root of tha 
aquation actually haa a larger group than the identity, thus 
tha root a has a group of order two with #jTOante I and (By) I 
but when we know soma funotion whose "g^roupi is th^ idantity# 
by Theorem 2 all of the roots may be ascp^^^^ad in terms of 
it* We have givan an alternativa prooeduw which is a little 
mora donvenlent- 

Bxm(U4g EKpreas each of a, e and y ratioiMlly in terms of 

This function is called a LagnanQZ n.UQt'MWt the cubic* 

BxampU ? We will now solve the general qmrntia equation 
in a similar way* 

The fully synunetric functionB of the root^^ have group P^. 
It is poBSibla to find a function J whiah has group A^, 
but whose square has group P^i that la to my it satisfies 
an equation 

X ■ - 

with i expressible In terms of q, Ji^ 4* 

One such function is {a-B) ia--y) (a-^) <$^y)i iy^S) i&^B) i but 
mora general principles are indicatad by lo®jting at tha 
problem another way, We may take a suf f ioi«i3ntly asyiranetric 
function, such as for exwnpla a^B^y, and fmm 11 other 
functions by iising the transformations ot Adding up 
these 12 gives a function 0^ with group M^. The remaining 
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12 transformations in change to a function 
Then 

has the required property^ 

which ia of ojrd^r 12, has a subgroup 
G^i I, (a6)(Y53, Cay)(06)^ (a5){BY). 
Our Btandard methods protoce* a function 

with group whose cub© hei group * 
The rest is easy.' has 4 subgroup 

6^1 1, (qB) (y6) . 

And ha^ a subgroup I. each case the reader may aonstrust 
euitabla functions J whiah have the s^nmietrias of the smaller 
group and whosa square hai the symmetries of the largsf group* 
All of the roots are then ©KpresfiXbla in tarmB of the last 
function we find. 

There arc practical proce4ur#s for the solution of the guar-- 
tic which are more convenient than the method just outlined* 
but this method bringr out the principles. The great impor'^ 
tance of the decompoaitlorj of a group into cosp :s aan toa seen 
all the time- 

^he ultimata aim is to &hQ ^ that no such procedure is poaslbl^ 
in the cmsa of the general quintlc, Befo ^ we can do this we 
must establish one more funeral princ^' a. If we have a fune* 
tion 8 with group G and Mother function 0 with group H, whare 
H is a subgroup of 0 with IndeK hp then Theorem 2 ensures 
that ^ satisfies a polynomial of degree k with coeffietants 
in F(e). In EKamples 6 an4 7 these polynomial equations ware 
of the very special forni 
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.,,3t .Mwai^s. to fxplaln why this could be done In tha aasea , 
deiaMetrat^d, when it cannot hm clone alway^s* 

reascn Is that K has to hm a spacial kind of subgroui) 
cf 0. Ae^uaiUy K has to be speeial In two ways, and we will 
c&n^id^r these ona at a timei 

Ift the e^ucse of EKiattple 7 Qoniidered G^g a subgroup 

G^: Ip (aglt^a), {or) (66)* (a6)OY)* 

^ afi + has the group G^r but some of the other per-- 
miatatiorts of (a cosat of permutatlouE) change to 

and tU^ restaijiing permutations change It to 



From we built up the functicn 

Kqw an important link In the argtament ^as that the perinvita- 
tions ofi left this whole expresslen invariant. This mtmm 
about beeatas^ not only doss 0^ hav^e ^roup G^, ^3 ^^^^ 

group ag vrell* This is not al^^a^s the case, as tha follow- 
ing eKaisple vill show* 

Exqgpgl f Wfe might attemgpt to sol-ve the quartic this vay 



Thi0 is a aubgroup of of indeK 3, Observe that we not^d 
a shoft way baek that aS + y§ had a group 0^, This was be- 
cause wfe were then working Inside the group A^ . We are at 
* fchg moment working inside P., 0. is a subgroup of P., but 



^ SB + Y^ has a group of order 8, 
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:^n)^,^j^ pmtt OE vrtileh>^e called is a subfio^p of 
MNow the oi^ex perniuta.tLQms of ?^ change to 

juit as befora. liit vjhat Kappeas whan ve form 

J does not now hav^e the group Ggl This Is because a per- 
mutation sueh as , wliLah is in ohaiiges jT to 

2 



This means thmt vfhareas Theorem 2 ensurei that ^ ^ aS + 
iatisfias a eublc equation with ooaf ftclenti il^ F tha aittim^^t 
to construct a funotlon J for whieh the eqiaatica taHas the 
specially limpJ^a form fails* 

fha procasi lueceeaad in BHemples € and 1 bacamse th& imub- 
group was not only a lyimnetry group for f It also a 
symmBtry group for and i^^ as well, Wa did not point this 
out at the tima, but it im crucial, Khan ve consider 
ana 0^ in tha t^o axanpLas thie cruoial diffarenGa Is sean 
as follovSi 

Tha synmetrles of laave invariant ? and they laava 
and 0^ invariant as toII. Hwevar tha ramainlng iynunatriaa 
in 0^, v/hieh ara (ap)^ Cy^) i (aYflfi) ai^d (oapif) , intarchangi 
4^ and with one anothir, Conieguently the attampt to build 
tha funotion / front failg. 

UmoAM^ . Show that similar difficulties arii© if v/e try to 
solva tha qubic by saelng that ^ ^ has a graiip 
of order 3 , and trying to construct a gui table 
from it. 
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Wits speqlal propgrty of H as a subgroup of Q, whlaL perinits 
an eguaUon aanndbting funatlons with thaia groups to hm put 
ill tha speelally ilit^le forra^ now has to be eKpraasea anttraly 
In s^lf*€©ntained group theosatlc terins. We consldar the case 
^@re ff is a subgroup of 0 of Inde^ 3f but th,m argument can 
b€ generalised. 

Etippoie that a deoompQiitlQn of G into aQsets by H is given 



^ Hg^ arid Hgj, g^, e 0, 

Siippoie farther that 0^ has gifcup G, and that it Is changaci 
to ^2 by 0^ and to 0^ by Than 

aLl ths elamentM of H transfprm to 
all the elements of Hg^ transform 0^ to il^r 
all the elements of Hg^ transform 0^ to ^j. 

Now ahQosa some arbitrary g and suppose that 
4^ m 0^ or ^4 " ^ 

Since mny h m ti, leavas all the invariant. 
Operating further with th^ initially chosen 
and sine© 4 ^ 0 we have 

This means that g''fcg«H, since it leaves 4^ invariant. 

This condition may also be witten as 

yg, 3' -HQ ^ H or Hg ^ gH, 

This property is well known in group theory, v^here it oeeurs 
in many eontaxta* 



2(^3 



2S5 



Pt^im^^n Given a group 0 with a subgroup H, than H is 
oalled an AjfixjoMmt, nommt or 4tti-Q,onsugatt subgroup if 

Different witeri use different terms for this* but we will 
speak of an IrwaJUjUfU sutogroup ha cause this tarm seems to 
describe the gaometrleal aspeeta of the situation very wall* 

One further matter remains to be oheokedt We have been 
ainploying a particular strategy to eonstruet a function 
but it might be possible to noft.^triaat a sui table J by Bojm 
other mathod. This point is not Ufffioult to resolvei and 
than Theorem 3 oan be eitab^iahei. 

Ihi^ohm I Given a group G and a sabgroup H, of index k 
in G, then if there axists a function J with group H and a 
function 8 ^Ith group G ^uch that 

than H is necessarily an Invariant lubgroup of i?. 

However, if H is an invariant subgroup of G this alone is 
not suf fiolant to ensure the eKlstenae of a relation of the 
form J ^ ^ Si H has to be special In another way as well* This 
matter will not concern us in our liinited aim of proving the 
general qulntla insoluble by these methods? but it has to be 
understood in ordar to develop othar aspeots of the theory. 
We therefore mention this point for completeness, but give 
it no diseusiton, Given apy group G and an invariant subgroup 
then it Is possible to form iomathtng called the quotLtnt g/toap, 
For these methods of equiition solving to work, at tfaoh stage 
not only must 0 have an invariant subgroup H but the quotient 
grooD must be Gyolic-^h^se who do not appreciate this technic 
oality naad not votryf ih It doei not concern us any more. 

It now fallows that if at any stage In the attempt to solve 
an equation by the iuceessive eKtraction of roots, we find 
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that the appropriata group G has no invariant subgroups 
whatavar , then the process will fail at this point as there 
im no way to oontinuep We will sea that this is the case 
with the general equation of degree five. * 

It^ is more than time to look at some of these things geome-- 
trically, Geowetrioal oonsiderations can give insight at two 
levels, at least. Ka may look at the axes of syiranetry of the 
appropriate gaQWetrical objectsr or wa may. lQOk at. Cayley. . 
graphs . 

Consider the solution of the cubio oarrled out in Iscampla 6* 
This involved the group and a gaometrioal objaot with 
this group is tha equilataral triangle. The axes of symtnet^ry 
of an eguiiateral triangle are indicated in fig# 1# This 
assists our thinJclng about P^, There 




Fig. f 



are three a-fold aKes, labelled 1, 2, 3, and one 3-fold aKis, 
labelled 4* For oonvaniance wa may initially regard these 
axes as flKed in space and think of rotations taking place 
about tham* The meaning of a subgroup on this kind of piature 
should be quite clear* 

It is gaonietrically evi^ant that we may take a further step. 
Take a 'copy' of axis 4 and perform the other operations of 
the group on it* It is clear that they all leave axis 4 inva- 
riant they leave it invariant as an overall configuration 

at»5 
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^though they may alter its sense* If we aqMicLer the lub- 
group eorresponding to aKia 2 (say) , the situation la dif-' 
farent. If we take a copy of aKls 2 and oawy out the ope- 
rations of the group on tt, it may be left >thara it is or 
it may be traneformed liito aKls 1 or axis 3. This shows the 
difference betwean subgroups which are invwiant and sub- 
groups which are not. This geometrical modtl helps us to 
recognise which subgroups are invariant by inspection. (The 
ideas of ean/ugate subgroups are also brought out very wall, 
but we do not need them for our limited purpose) . 

The solution of the guartic involves P^, and the direct 
isometrics of the cube provide a picture of this* 

ixoAcAMQ. Draw diagrams and construct models of the axes 
of aymmetry of a eube* List these axes* IdTOtify some sub- 
groups. Distinguish between subgroups which are invariant 
and subgroups whioh are not. Identify the gj^oups and sub- 
groups involved in Escample 1, and verify at #aeh step in 
the argumant that the subgroups used are invariant sub- 
groups # 

ExeAc^e Prove that a subgroup of index 2 is necessarily 
invariant, 

ExeAc^e Check that if A is an invariant subgroup of 8, 
and 8 is an invariant subgroup of C, that A is not necessari 
ly an invariant subgroup of 

Wa may now look at the guintic equation^ with which is 
associated the group , This is the group Qt all permuta- 
tions on five syn^ols. We can inunediately Sind a subgroup 
of index 2 - the group consisting of mmn permutations 
only. Being of index 2 this must be an invn^iant subgroup, 
but in any case we can quickly see that tht function 

4 ^ n (a - B) 
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- has the gxoup and that its square has group P^, The first 
Btmp towards a solution is taken. Has Ag any invariant sub- 
groups? 

h modal of im provided by the ieosahadron, dodecahedron 
or any other solid with the same synmetries* One sueh ob- 
ject is the football based on the truneatad icosahadron* 
InspeetiDn of a foothall makas it plain that thare are no 
.^^^3^^^^ ^^^^^^^^ 9^ Ag r and so the quintic ia insoluble. 

Ragrattably thare ig a small gap still remaining in the 
argument, Parhaps Pg has some other invariant subf roups, 
within which a furhter invariant subgroup oan be founds and 
that a solution may be eonstruetad by this alternative route. 
It would be nice to produge a three^dimansional object with 
ayiranatry group - but I do not know of one* 

ExgAc^e Show that the group of the 120 isometries of the 
icosahadron/ direet and indirect # is not isomorphio to the 
group , 

Oeomatrical pictures can give further help in understanding 
what is involved in an invariant subgroup* Inspection of the 
axes of symmatry of the equi lateral triangle and the cube 
showa that the synmatries may be arranged in a very obvious 
way in diffarant types or aJtas^u^ 

The equilataral triangle has the following aymmetriasj 

the identity 

turns 
^^turns 



1 

3 

g 
6 
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The cube has the foilowing syiro^triess- 

the Identity 

^turns about aKee through opposite edges 

^turns about long diacfonale 

i-turns about aKss through opposite faces 

1- turns about axes through opppsita face^ 

It is geometridally obvious that if a subgroup is to be 
invariant then all the elements in any given class must be 
treated in the same way - they must all be Included or all 
excluded. Hence ^ in the case of the number of elements in 
an invariant subgroup must be of the form 

1 + Sa^ + Ng, with 5p 6g ^ 0 Oh It 

and this number must also divicla the order of the groups 
which is The only possibility foir a proper subgroup is 
6^ ^ Of 6^ m ], This gives the invariant subgroup of order 3 
whioh we know. 

In the ease of the corresponding expression is 

l+i6j +36^ ^ ^^41 with , , . r 

6^ ^ 0 OK V, 

and the total must divide 24. thmvm are only two possibili- 
ties 1^ 

I + I + which leades to A^^ 

] + 3, which gives an Invariant subgroup* but which 
does not lead to an alternative solution of the quartic be- 
cause it runs into the other difficulty that was mentioned^ 
a suitable J Qannot be eons true tid because the quotient group 
is not cyclic- 



1 

6 

a 

3 
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txmo^M^ ^Pp3-y these argyments to the icosahedron? and show 
that Ae has no invariant subgroups, 

^hese arguirents may ba put 1 nto an algebraic form and they 
may then ba appliad to , and this enables the nsKt theorem 
to be proved completely* 

i. The group Pg has only one invariant subgroup A^i 
ii, has no invariant subgroups. 

All the evidence has now been aacumulated to demonstrate Theo-^ 
ram 5. 

Theorem B The general algebraie equation of degree five can-- 
not be solved using only 

i. rational operations , 
il, introduction of the ^th roots of unity, 
iii* extraction of 4th roots. 

There are other geometrical ways of gtstting insight into 
group structure* The icosahedral football may ba regarded as 
a Cayley graph of A^. Cayley graphs are explained very simp- 
ly in reference (5)* A triangular prism provides a Cayley 
graph for Pj, and a truncated cube a Cayley graph for P^, 

The crucial step of finding an invariant subgroup of index 3 
is illustrated well by these models. The various values which 
the function 4 takes are associated with the nodes of the graph 
These are partitioned into sets to be labelled Com-- 
paring the situations arising from Ixamples 7 and 8 we see 
how in toe one case the syiranetries off are also symmetries 
of 4^ and but ho^^ in the other case they interchange them, 

Wa also see how, in the satisfactory case, other syimnetries 
of the group exist which rotate the cosets into one another, 
(The quotient group ^.b' 5yclic) . We may see further how P^ 
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has tha invariant subgroup of order A, referrad to above, 
and how there are 6 eosets, but that thesa may not bn rotated 
one to the other by using mmrn fiKed axis - showing how the 
attempt to oonstruct a J by using powers of some root of 
unity as weights breaks down* 

The construction of the equation J ^ - e corr^sppndi to the 
geometrical problem « colour the nodes of the Cayley graph 
with K colours in such a way that the sets of mmh colour 
are congruent* have the same ayirnnetries/ and can rotated 
into one another by using a single axis. 

Once more, inspection of the football will show that we can- 
not do this. 

Yet another way of employing geometrlsai objects 
to illustrate group relations is to use the faces of a poly- 
hadron to represent elementi of tho group instead ofi tha ver- 
tices. This produces duals of Cay ley graphs. This rnethod was 
employed by Klein and others and is described in fc«Ktbooks 
such as Burnside (2)* It is widely used in the disou^sion of 
groups which arise in connection with certain functions of 
the complex variable* 

The reader may investigate the appropriate represe^^tations 
of this kind for the groups which we have been discussing* 
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Oh .V,;: .^h:-:^EOMETRIE IM DIENST rim^ FROSRESS I VEN UND 
^ ji/ ^ • ;.iiTEN pMDAGOGIK 

0* Glmmmmt, Strasbourg 

Dar vorliagende Vortrag trMgt dan gfi^i'tthiin Tltel wia das 
Vorwort %n einem Band das "Livre '^^poWtoe", das au- 
genblicklieh vorbereitet wird C ^ ^iaeem Werk war- 

den ainige padagogischa GrundsMtg^ ^\|jEig|#^eigt , und vor 
aLlem aueh prnktUah anQmmd^, die^ wta'Cihl aie banal er- 
saheinen odar wail aie banal arscIi^inTO# iinmer noeh 
sehr varnaGhlMsslgt warden. 

Dam Ziel das MathamatikuntarrichW# hmtlM nic*it In doA 
ClbvmujManQ von Kmrit^Am. Das Wastn^iichi 1st die EKi^cfe- 
lung dm MMMuMm VahlQkQMzn, mM dureh dia mathe- 
matiacha PraKis erreicht warden Mrtjig 

AfMgm zm mathma^thgn SakUg^mi HAtii^kAm. HmdkabuLnQ doA 
Ab^tAaktiQn fUr die Losung praktisah^r BmhXmmm, AmpoKmn 
van Pharvmit, Komblmtlon^^i^* ^ HmMimtH ^im Rahmm doA 
vonhandmm Mog^aiVigXCen. 

Onser Standpunkt synthetisiert d.l® Haupttandengeni 

* Via Padagogik doA UcM.matlkQA '^chnr. S^hiUm^^ wis aie lum Boi-- 
spial in den Warken von Dieudonng mtmh'&'intf wo zusmm^ii^ 
hMngande Abhandlungen von ainigen der Mathematik 

erarbeitet warden. 

- Den Trand der PddaQOQ&n, die slqh v^O^ ^Xlmm mlt dem Ver- 
halten dar SchUler befasaen, ohn# 0s^ba3. 4em mathamatischan 
UnterrichtSBtof f ausreichendes ln%W^^m schenken, (Im 
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Hinblick hierauf scheinen die Arbeiten vow mGENSCHElN 
ausnehmend interessant zu sein) • 

- Und schlieBlich die Tendenz dm P^afeWfee^, die sich vor 
allem mit Modellen %ur Nachrichtenaberml^tlung befaasan, 
ohne dabei das Hauptgewicht auf mlm l^t^mdigm Mathematik 
und die bai den Schiilern beobachtaten ^aaktionen au 
lagen. Das Werk von WITTMANN anthMl^ sichtbarsten 
Ergabniasa in diasar Hinaicht [^3 3' 

Unaer Bestraban ist mm, pMdagogiach© Ma^^n^hmen voriube- 
raitan, die den jawalligan Fordarungen «ftA«sar Tendanzen 
Rachnung tragen. 

Das Entscheidande fte aina arfolgreichi m^thematischa 
Ausbildung ist dg/L d^l^UUw ^aah mU dm ^gn^eZuakgn Vmhmt 
in dan arstan Phasan seiner geiatigen Wtwicklung nimmt 
das Kind seina Umwelt aufgrund dec FUXl'i von lindrUcken, 
dia in einer Masse von paraaitMren InfOCT^tionen v^ar- 
borgen iatt nur gtobal auf, 

VoM U^m du d2.dukUvm Penfeaw4, das minm 4#3r Eiele unaer as 
Untarrichtas darstailt^ arfordart eine Awlyaa und eina 
Strukturierung diasas Bilderatroms^ mm Wht darum 
lernan, wis die mathematische Spicmtmmim von dan sie 
umgebandan "HintargtundgerMuschan" befiP^tti die Malodie 
aua den Krat^garauschan der Schallplatti heirausgahart 
warden kann* 

Urn dam Sehttler dabel 2u helfan, diese l^afc#tian durohzu- 
fUhren* mUssan paogW^Ave, pMdagQgiach# .W^Qnahinen ant- 
wiekelt warden, die bareits mehreve Jmhm im voraus 
kcniipiert und gaplant werden. Etwa mi% ^lergehn Jahren 
mu6 dar SchUler in der Lags sein, $md^^ i^btul^gn md zu 
gMimm, • . 

Die InEidenigeomatrie eignet aich bmonA^KB gut fto 
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dleie Aufgaba. NaahstehWd B. elne sahr unvollkoittm#n« 
Auawahl d«r Versuahei, wir am I*R-E.M, von straabDwg 
durahfefiihrt haban, 

a) tq^iKUJmg von kikdm^kk<^^%nXghfitm bei den ersten Ein- 
fUhrungen in das mathemtischa Schliafien* 

In versohiadansn GrundaahulKlasien (8- bis 10-jMhirige 
-SehUler) erprobten wir XmideMmodelle mit Hilfe einas 
Lehrmaterlals, das aua WollfMden aufga^ogenan Kn5pfen 
bestand • 

Man atellte B. di© MfSfaban? dia Anordnungen in dear 
Weise varvollatMndig#n b^w. iiu modif i^iaren, dafi '-^wai 
variahiedene Knttpfe statP auf ainein und genau ainam Fa* 
dsn aufgafMdalt sind*" 

Duroh dan Gabrauch dar AwadrUcke "Knopf a" und "Fid^n'* 
varwandeta man aine dew JKindern bareitE vertraute $pra^ 
dha und klammarta die i^mantischen Hintergrundga^auBaha 
aus, die durah die Wrt#r "Gerade" und "Punkte" hervor^ 
gerufan wardan. 

gum Beiapiel iet die Untwsuahung dar Automorphismeii 
des vollstandigan Viar^^ks von Klassen mit lO-jSlhi^igan 
Sohularn in dam folgendw gusamwanhang mit Leiahtigkeit 
bawSltigt wordeni es ginf darum^ Steinahan auf ^wai Fl^ 
gyren* die der naqhstet^wdent 



analog waren, so gu veariqhieben, dafl jeweils dtei Stein-^ 
cheni dia auf der erst^n Pigur ''in einar Raiha llag^en", 
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auch auf der zweiten in ainar Reihe bleiben. 

Einigen Kindern gelang es {dank einea geeigneten Ma- 
terials) , alia 2 4 AutOMorphismen der Figur zu f inden 
- {und die anderen fanden recht viele) • 

Danach wurde naahdrUGkliah darauf hingewiesan^ dafl as 
vortailhaf tar ist, wann man statt der Steinchan die 
PMden varschiebti dies iBt viel einfacher und zaigt 
deutlich die Fruchtbarkeit der Dualitat. 

FUr 12= bis IS^jMhriga SchUler haben wir Zettal vor- 
bareitetr und zwar in Stil "gezeichneter Stretfen" 

auf der Grundlaga von fiktiven U-Bahmttzgn'^ 
as wurde 2um Beiapial gefragt^ ob as mtiglich sei# ein 
U-Bahnnetz mit sieben Stationen, von dem nur eine 
Linie bereits konatruiert ist, so vervollBtMndigan , 
dafl zwai verechiedane Linien jeweila ainr mainsame 
Station haben und zwai Stationen jeweils ^eh eirje 
und genau eina direkte Linie mi.teinander verbunda^ aind, 

O 

o 



o— — -o— o o 

Der Vort. I diaser "Maskeraden" lag darin, dafl eine Ein-- 
fUhrung in die axiomatischa Methode maglich war, wahrend 
die SchUler glaichzeitig von den bereits begrllndeten 
und feststehendan Darstellungen? die die Wdrter "Punkte" 
und "Gerade'* beinhalten, unbehelliot blieben. (Khnliche 
Vorsuche sind von Professor H. SCHUPP , SaarbrUeken, durch 
gaf Ohrt worden C ^ II ^ * 

b) Beweis und Uberzeugung 

Die Baobachtung zeigt fur gewohnlich., dafl ein Kind zur 
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BegrUndung seiner Uber^.eugung nicht inuner einen Sewels 
fUr notwendig hMlt, und daG ein formaler Bewei/? ^j^iriQ 
Zweifal oft nicht zerstreuen kann. 

In den gleichen Bereich failt die folgende Beobachtung 
eines ll'-jMhrigen Jungen, dfir aich mit der nachstehenden 
Aufgabe befaBte: 

Mit "P/te.tzacfe" bezaichnet man ein Syatem von drei Kanten 
mit einer gameinsamen Ecke, Man will die Kanten ainaa 
vollatMndigan Graphen mit 4 EckGn zweifarbig anmalen. Es 
aoll bewieBen warden^ dafl, wenn es bei einer solchen 
PMrbung alM»^n einfarbigen Drei'^ack gibt, dann auoh ein 
einfarbige- Dreieck vorhanden ist. 

Das Kind liaO aich die SituatiDn erat in nicht'-techniSGhe 
Auadruckan erklaren und entachied dann, EunMchat einmal 
einen Drei^iack blau anzumalen und zu verguchen, die KolO'- 
riarung durchzuf dhren/ ohne ainfarbige Dreiecke herzu^ 
etallen. Er stellte fast/ daS er 
den Bl: *ift nicht mehr ver- 
wande; ^on; ohne daO ein blaues 
Draie- ■ land, and dafl ar ein 

einfari.. ■ i utes Draieck arhielt^ 
wenn or die varbleibanden drei 
Kanten rot malta.,. zu unseram 
groBan Erstaunen jedoch hielt ar 
den Baweis nicht fur vollstMndig. 
Er begann von neuem* die SchluJi^ 
folgerung fur jedan alnzelnen 
Dreizack sukieasive durchzuf uhran # 
wies jedoch dabai darauf hin, dali aa unnutz sai^ den Be'- 
weis mit roten DreiEacks zu lief arn. ... Da er aich aber 
liber dia Kquivalenz der 4 Draizacks nicht klar gaworden 




276 



268 



war# ^rkannte er nicht spontan^ dafl er unabhangig von= 
einander vier Mai daeselbe Argument vorbraehte* 

Dies ist ein Beispiel fUr die pMdagQgiJKruen Fallstricke, 
die der Begriff dee DeweiBes in siah biryt. Es ist 
wUnschenswer t , dafl geeignete Ubungan erarbeitet warden , 
die die Verbindung iwischen formalem BewGis und GCltig- 
kei tenachweis f drdern * 

Man sagtr Ewei Landkarten sind gleichartig gefMrbt, falls 
immer dann, wenn zwei Lander der ereten Karte eine ge* 
meinsame Grenze (bzWi keine gemeinsame Grenzu) haban^ 
die Lender derselban Farbe auf der iweitan Karte eine 
gemeineame Grenze {bzw^ keine gemeinsame Gren^e) haben* 

Kann man die zweite Karte ^ unt^n^ ebenso anmalen wie 
die erst Karte? 

Die Antwort kann nur einer Uberlegung entstammenr wobai 
man versucht^ eine der gewUnschten Fart, ngen erreichen 
wenn man von en ner der gewtinschten PMrbung ausgeht. 




Wenn man eine Sammlung kleiner Ubcrlegungen mit einigen 
Schluflf olgerungen anlegt, die gut artikuliert und auch 
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daiu geeignet aind, jUngeren Kindern die Logik naheiu-- 
bringen, stellt man fest, daB die Beweise der elemental 
ran Inzidenigoometrie (slehe die errjten Seiten von j) 
diesen Forderungen entsprechen, 

Kann man jedoch die Aufgabe stellen zu beweisen, da/i 
"jade G^^rade" (einer InzidenEStruktur , die bestiivmte 
Axioms befriedigt) mindeatens drai "Punkte" enthMlt? 
Der Begriff "Garad ist mit einer solchen Vorstellung 
varkniipft^ daS Nicht-^Bingawaihte eine Frage dieser Art 
fUr dumm ha^ an wtlrden* 

Um aber dennoch dieses so kostbare Material verwenden zu 
ktinnenf niuS bb in einam anderen Zuaammenhang nau formu- 
liert werden* So kann man frageng ob as mciglich ist/ 
ein Autobahnnetz zu konstruieran ? das diea^lben Axioma 
befriacigt, und wobei bestimmte Strecken an weniger ala 
drei Stadtan verlaufen* Man kommt somit lu akzaptablaren 
Frajsn, mit danau aich die Kinder (12 Jahre alt) gern 
auaalnanderset^en . 

Lie Verwendung von Verkehr ^'uetzen enthMlt andere Hinter- 
grundgerMusche : zum Beispiel mufl die geographischa An-- 
ordnung der StMdta oder der Stationen belaeite geliissen 
werden . 

Wir befUrvorten eine polLjkonkndtQ. PHdagogik/ wie Andre 
LlCHNEROvs^lCZ as nennt. Man bedient aich dai,;i vieler 
konkreter Situationen die ausraichend untetschiedlich 
aind, damit sich die verschiedenan Hintergrundgerausche 
neutralisiaren kdnnan/ und alles dies geachieht zu 
dem Zweck, dafl das gemeinsame llement auftauchti ci^e 

StAUktLLi * 

Die Geometrie ist schon lamjst nicht mbhr das Modell der 
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loglschen Strenge. (Abhandlung "more geometrico" ) , 

Andererseite entnehmen die Mathematiker gerade der Geo*- 
metrie am hMufigat'r»n dla suggestiven Begriffe und Aus-- 
drUcke, die ihn^n -lia Torschung erleichtern- Es ist an- 
gebraaht* schon bei kleinGren Kindern Stiloewohnheiten 
'^u entwickeln {Wahl guter Notationen, geschiakte Anord« 
nungen von Zeichnungen und Figuren, uew) # die dae 
Widarerkennen der Formen vereinfachen [ 6 3 • 

Es gibt zum Beispiex minm *'PddaQoglk du FaAfa6=ti^^Ce4"* Heut^ 
outage f^rdern die Herauageber die Lehrbucher mit rsich- 
licher Kolorierung. Wenn man jGdoch dieee Werke ernst- 
haft prUft, Htellt sich manchmai heraus, dafl alliu grell 
hervorgehobene Einzelheiten Ablenkungen darstellen, wo= 
durch den SchUlern das Wesentliche entgeht. Wir werden 
spMter ein Bt^ispiel dariiber anfUhren, was der Lehrer 
in bBZug auf den heuristischen Stil bei den Bchulern 
erreichen kann. 

e) Lin^(ihh.LLnQ lyi dtQ. GmpfMnthu^nlu 

Bis jetzt haben wir ladiglich von padagogischen Mafi- 
lahmen gesprochen. die sich fUr kleinere Kinder eignen. 
Nun soil jedoch von einer - worfelich gcsprochen - pro- 
gressiven Padagogik, von Versuchen die Rede sein, die 
sich an die Studenten im ersten Studienjahr an der Uni^ 
vorsitat^ ebenso an angehende Lehrer (zwei Jahre vor 
ihrem Eintritt ins Berufsleben) richteten. Es ging da^ 
rum^ sie in drei ^ jeweils zweistLindigen Unt4"*rrichts^ 
veranstaitungen die Gruppu der Automorphi smen der 
Poppuaschen Konf iguration untersuchen eu lassen. Man 
stellt fest, daS die meisten SchlUsselbegr if f e dort 
vorkominen (Nicht-'Kommu tativitat ^ ausgezeichnetc Untcr- 
gruppen, Transit ivi tat i Nicht-Pr imitivitit ? ParitMt 
einer Permutation, Zerlegung einer Permutation in lyklen. 
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Ixistenz von Fixpunkten) . 



Die Studenten stellten raaah faat^ daS eine Art des 
Vorgahens darin bestandi ias obige Gitter in zwei hum- 
fertigungen herEustellen und Steinchen von einam Gitter 
auf daa andare zxi verschiaben (wie beim Htipfspiel) * Sie 
entdeeken bereits am Anfang, dafl die Relation i "Dia 
Punkte p . . und . . . ^ind nlM durch eine direkte Linia 
verbunden" aine Xuqivalanire' ^ ion iat, Eu war anga- 
bracht, die zu einer gleichen Klasse geharigen Punkta 
in deraelben TarbQ anzmcLlm. Ebenso sind drei JUahtungm 
vorhanden^ die die KquivalenF.k la^ib.'n paarweise ge- 

l-rennten Linien sind. Und auch hiur wiederum mit 

Hilfe des Parbstiftes diese v;ichtige Tatsacha herauS" 
gestellt werden^ 

Die untersuchte Gruppe von Automorphismen ist von der 
Ordnung 108, Es ist also uninteressant * davon eine Ver- 
knupfungatafel auf zustallen . Aber man kann dieae 108 
Automorphismen nacH ihren Fixpunkten (oder dual dazu 
nach ihren Fixgeraden) klaasifizieren , oder auch nach 
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der ParitMt der Permutation, die sie auf dan Punkten 
{oder den Geraden) induzieren, oder nach den Permuta-' 
tionen^ die auf den Fartaen der Punkte {oder den Rich- 
tungan) induzieren . 

Eine Aufstellung allar diesar ausgezeichneten Unter- 
gruppen iat leicht und auf natUrliche Weisa zu machen. 

Voin didaktiachan Standpunkt aus scheint uns das eystema- 
tisGha DurchfQhren dieses Beispiels weitaus gew.l nnbrln-' 
gender zu sein als eine Vorlesung Uber die alemantare 
Gruppentheorle * Nach dieser Art von Tatigkeit kbnnen 
durch die raache Lektur ' jinee KapltQls Uber Algebra 
die Begriffe an die rtahtige Stella gerUckt werden* 
Diase LektUre wird den Studenten jedoah auf jeder Seita 
an langst bt^ivlvachtc te und analysierte Tatsachan er- 
innern * 

Am SchluB dieses Vortr^gs mxiB unbedin9t auf den frag-- 
mentarischcn Charakter dieter Auswahl von Beispielen 
hingewiesen warden; in Wirklichkeit umfaSt die Arbeit 
deB l.R.E.M. in Strasbourg weitaus vielfMltigere Aspektt 
vor allem vergiflt man nicht, Beispiele aus der Praxis 
behandeln^ . 
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OBER EINIGE ERFAHRUNGEM DES T SCHECHOSLOWAK I SCHEN EXPE- 
RIMENTAL ZE NT RUMS . 

KOMBINATO: ISCHE GEOMETRIE IM i/NTERRICHT. 
J, Vysin, Prag 



Main Beitrag betrif ft einiga Hagm deA G?^omtA^e.mt2Mlckt& , 
wie sie eich una vom Stand ainer zehnj ^hrigen Foraehungs-^ 
tMtigkeit aue darstellen. Diese ForsahungstMtigkeit wird 
\^om Kabinett fUr Modernisierung des Mathematikunterrichts , 
einnr kleinen didaktisahen Forschungsabtailung des Mathe- 
niatiscnen Institute dar TFchechoslowakiachen Akademia der 
Wigsenschaf tan, geleitet* Der Experimentalunterricht IMuft 
an 1 2 Experimentalschulan^ davon sind 9 neunjMhrige Grund- 
schulan (Dhne Selektion) und 3 vierjMhrige Gymnasian* Man 
unterrlchtat da nach dem Ublichen Stundenplan, abar naeh 
einem besQnderen iiehrplan und mit Hilfe b^sonderar Lehr= 
taxte. Diesa sind meistens als thematiseha Hefte verfaOt 
(also niaht als LahrbUaher fUr eingelne jahrgMnge) i aufier- 
dem warden noch Arbeitsbiatter , Sammlungen von Varbarai= 
tungsaufgaben {Motiviarungsauf gaben) und Sammlungen von Kon 
trollauf gaben verwandet* Die Unterrichtsformen warden ant- 
spreehend dem Altersniveau der Sehliler gawMhlt und geSndi^rt 
Dar Forschungscharakter des Exper unontalunterriohts bestaht 
baaonders darin, dafl aufgrund der mit Hilfe didaktiachar 
Tests f astgastellten Ergebnisse ainig© themati^%che H^t'te 
von Zait z\xr Zeit durch neue ersetEt und iin mathematiachan 
Experimentalkursus an gp^igneten Stallen Sonden eingegl*©-- 
dert werdcn. Die Sonden sind gewiege ''Min . exvvt;^ imente'S M^: 
der^^n Hilfe man die Anwendbarkait ^ Angcnesse^-iheit und At 
tivitat neuer Themen untersucht, WDbei man var allem di^ 
SchOlerreaktionan auf diase Theman atudiart. Unserer Hypo- 
these nach soli der Untarricht in der Grundschule nlcht zu 
systematisch sein; er soil eine Cesamtheit von Propadeuti- 
ken vorstellenf er soil die 3chUler durch aeinen Inhalt an^ 
Ziehen und durch seine Methodtm akti^ieren. In der 
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Mittelschule liegt nntUrlich eine andere Situation vor* 
Nach unserer Auffassung tritt dort naah und nach der de- 
duktive Charakter der Mathematik immer mehr hervor , utid 
das System im Untsrricht ist Uberwiegend. A.ber auch da 
darf man nicht den Grundsatg verlassen, dafi dor Ma ' i.s^fna^ 
tikunterricht aowohl dem Inhalt wie auch der Form naah 
nOt^lich und intereseant sein soil, DieSe letEte Foirderung 
wird wahrscheinlich durch AktivitMten verwirklicht ^ dl€ wir 
mit der Gesamtbezeichnung P/toblmuntQAfiLcht kennEeichnen , Wir 
verBtahen darunter einen Uberlegten/ hQuristiach angolegten 
Unterricht^ desien Kern zweifellos gitcAtQXQ. Entd^.ckamjp.n aind* 

In unseren LMndern hat der Geometrieunterrl* . . den Selek^ 
tioneschulen eina alte Tradition; es handeJ ' . . ^reilich 
uni die klaesische konstruktivG Geometrie, m die 

Vartreter der projektiven Geometrie des XIX. vi^nrhundaifts 
anschloasen {z.B. GebrUder Weyr) , sowie an die sog, tsche-^ 
chiaahe geometrische Schule, deren Elnflufl noch in der Bait 
EWisehen den beiden Weltkriegen nachklang (Sobotka) . Da ga-^ 
horten lum Mittelpunkt des Unterriehts die Aufgabenf groS- 
tenteils aehr Interessante Aufgaben mit sinnreiahen Ldsun'* 
gen* Es waren aber solche Aufgaben, di© wir im Problemunter'' 
richt heute ungern sehan; dtmn diase Aufgaben (iber^eugen den 
Bearbeiter nicht davon, dafl die Theorie nStlg ist, dai3 man 
ohna Theorie keinen Schritt vorwarts machen kann, in der 
Mittelschule gingen Theorie und die Aufgaben beziehongslos 
nebeneinander her. Die Theorie war der fade, manchmal fiir 
die Schuler echwer begreifliche logische Aufbau der eukli-- 
discheii i.-iometrie. Wenn auch manche Didaktiker der Gegenwart 
die euklidische Geometrie fUr ein ausge^eichnetee Muster 
halten, wie aich aus einem konkreten Modell eine absfcrakte 
Theorie ausarbeiten last, zeigen unsere Erfahrungen etwas 
anderea. Im Mittelpunkt des interesses fiir die Mathematik am 
Gymnasium und noch mehr an der Grundschule Bteht im allge^ 
meinen nicht der logische Aufbau* Namentlich In der Gaome- 
trie entgteht die Situation^ die nur einem Fachmann vBllig 
verstMndlich und annehmbar ist, dafl namlich gewisse mit 
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Hilfe der Anschauung gewonnene Kenntniase ohne Bswoie %t 
ausgaset^t warden^ Agegen andere ebenao evidente Tatsaeher 
manchmal sehr mlihsam mit Hllfa eines deduktiven Verfahrens 
abgelQitet werden* Unsere Erfahrung zeigt, daS die Schil- 
ler dmr Grundschulen und auch der Gyinnaaien mehr danach 
verlr en^ in der Geomatrie etwas Neues kennen lernen, 
kleir =' Problems mit angemesaenem Schwierigkeitagrad eu 16^ 
sen* danen daa Ergebnie nicht im voraua intuitiv be- 

kar , und wo in der Tat gewisse "Minif oraahungen" er- 
foL -QtlA-Qh xindi 

Wenn cs wahi iat, daS an der Wiege einer ganzen Reihe matha" 
matlscher L?is^iplinen die Geometrie stand/ wie eg Ubrigena 
die Ilia thomatiache Terminologie zu beieugen aaheint, so kann 
daraus die Berechtigung des didaktischen Verfahrena folg^n, 
die man kutz a la Ge^omoX/LUlmmg dgA Bc^huima^matik bgzGigiinan 
kann* Das bedeutet/ dafl wir den geometriachen Zugang zu 
verachiedenen Theman verstMrken wollen (wie ^•B. Arithmetikr 
Algebra, Funktionentheorie, matheinatiBGi .1 Analyais u*a*)* 
Ferner wollen wir die KoordinatenniethQdei geometrisGhe Ab-- 
bildungan^ graphiache Methoden 2ur L6sung von Gleiahungen 
und ungleichungen, geomatriBche Topologie uaw. verwanden. 
Wir sind der Meinung, daS dadurch ausdrucklich die gut be™ 
kannte paychologiache Tatsache geltend gemacht wird, dai3 dii 
Mehrheit der Menachen dem visuellen Typus angeh6rt, Dabei 
haben wxr keine Migst? dafi diesfir Weg 7.\x einer Vulgarlaie- 
runn - Oder auf der Oberstufe - zur Unterdruckung der De- 
du). .On fiihren kdnnte. Im Gegenteil. Unsare Erfanrungen zei 
gen foi*^"endes? tm Falls dea geometrischen Zuqangs und der 
graphiachen Methoden gsratein die SchUler in die Lage, wo 
Bie einen genaaeren Apparat brauchen als dei.jenigen der kon 
struktiven Geometrie. Sie wollsn wisaen? warum ein gewisser 
Apparat f unktioniert . So heginiicn aie selbat, Ive Be- 

grundungen zu fordern. Nainentlich in der Ui ^ iat 
eine solch^ unauf gezwungene Einfuhrung der Dedu. i sehr 
gef ignet , 
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Die angedeutete Auffassung des Mathematikunterrichts Mndert 
natUrlich dim Rolls der Geometrle aehr waeentlich. Beim 
geometrischen Zugang bafindat sJch die Geometrle vSllig im 
Die^st der anderen Lehrstof fgebiete , Wollen wir die "aahte" 
Geometrle rettan ^ und das saheint uns fast unantbehrlich 
ZM s^in ^ mtiasen wlr eine geeignete nicht tradi tionelle 
Thamatik mwhrnn, die mit uneerer Auffassung gut Uberein'- 
stii.T.it, In unserdm EKpariment haben wir elna gate Erfahrung 
mit d^r kombim^o^A^chm Geomet^e geinaaht. Erla^ben Sie mir, 
diesem Thema einige Benierkungen zu widjnan. 

Die komblnatQrische Geometrle erfrischt wirklich die Fad= 
halt der euklidischen Geometrle. Sehr eng hMngt sie mit 
einer Raihe von Themen der Schulmathematlk ^usammen; arstens 
let ea die Kombinatorik aelbeti weitar die Arithmetik der 
ganzan Zahian (samt der mathematlschen Induktion) , die kon 
strukfcive Geometrle und geometrisahe AKiomatik, die klassi" 
Bche und moderna Algebra (unter den Strukturen namentlich 
die Gruppen und die metrischen Raume) , dann die elementar'3 
Mengenthsorie und Topologie, die Graphentheorie , die Th*^ r. ie 
dar konvexen Mangen u*a. In methodieeher Hin^^loht bietel Ue 
kombinatorieche Geometrle viele Gelegenhelten z\w heuri. " 
echen t^nt rricht, zum Ixperimantleren? zum Entwiekeln von 
Problei^.^iluationen, lur Analyse der Begriffe und der veraehie- 
danen /et i .4hren* 

Was daj rr- .1 xedern dar Komblnatorischen Geometrie In den 
Mathemati^ a ).rht riL^5:.^*langt^ so sehen wir diase folgender^ 

maSeni Es . iirlr^At sii/i am eine Disziplin mit ger infer eiam^ 
ner Theorie^ a.b'3r mit einer groflen Menga von Problemen ver^ 
schiedener Schwierigkeit und \^erschi&denem Anspruch an die 
erforderllche Technik, Deshalb kann man ale in den ganzen 
Mathematikkursus nstrauen, sozusagen" vom Kindergarten bis 
zur UniversitMt . Jade der komblnator j schen Geometric gewid- 
mete Stunde bringt Gewinn. 

■ 

Wlr haben folcrende Vorstellung von dar ELn^iihAmg dm komblviato- 
HaAgIiqm OumoXnie. tn den Mathematikunterrichts Man wMhlt 
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geeignetes Materia.l von Aufgaben ^an teilt es nach der 
Technik B±n, die fUr das Loaen natiq let* Man gliedert 
Gruppan von diesen Aufgaben - b&sBfjr cfe^agt Problemsitua-' 
tlonen - an d@njen.gen Stellen mln, wo die entsprechande 
Technik durchgenommen wird - p.iso unter dem Gesichtspunkt 
der Anwendung, Es handelt sich also urn ein gewisses "Durch- 
schieOen" der Schulmathematik mit den E'lamenten der konibi- 
natoriachan Geometrie. Dabei i^t zu beachten, ^afl ein und 
dieselbe Aufgabe mich auf verschiedenen Niveau^ der Allge-- 
rnainheit und Schwierigkeit Ifisen iBBt, was sehr gut mit dem 
P^j'i zip doA S plAaZte^hAptdn eubereinst immt * 

Das Kabinett hat vorlMufig ein einEiges Sondierunasfe:^: . ^.i i '^^n 
auB der kombinatorischen Geometrie im let^tFV! ' hrqan ,, :r 
ExperiinentalgrundSGhulen durchgef tihrt , Eint prechenden 
Forschungscharakter hatte auch die Elngliederun'j des TharaaB 
"kombinatorische Geometrie" in das fUr die unter den Gymna- 
sialechulern ausgewiihlten Teilnehmer der Mathematikolynipia^ 
de verangtaltete Seminar. Der Inhalt beider Irprobungen iet 
namentlich aus folgenden Thenien auagewtthlt woLdens inziden^^ 
probleme Einteilung in Gebiete - Konf igurationen und end^ 
lighe Modelle - Netze - namentlich NetEe von Gitterpunkten- 
Eigens I'haf ten der konvexen Mengen ^ Realislerung der Bedin* 
gungen fur Entfernungen - DeckungsL.wegungen* Das Matarial 
fur diese Themen wurde aus folgenden Bliciisrn geschSpfti 

Hadwiger - Debrunner: Kombinatorische Geometri.e der Ebene, 
Genf I960. 

Jaglom - Boltjansklji Konvexe Figuren. Berlin 19'-'i. 
Meschkowski: Ungeloste ur:d nrilosbare problems der G«j:Qmetrie 
Braunschweig 196o. 

Wir haben einnn KompleK von etwa 5o Aufgaben in 6 Arbeits- 
blMttern zusammengestellt ^ die fur 12 Un*;err ichtsstunden ge^ 
plant worden sind, 2u den Aufgaben gehoren beispielsweise 
die folgendeni 

1. Es ist die Rekursionsf ormel fur die Ansahl der Gebiete 
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abzulelten, in Welchw die Ebene durch n Kr^isiinien einge=' 
tailt wird, von den n j«3 awei eich achneiden und ja drei 
keinen gameinsamen Punkt habeni es ist daa Verfahren 2u be= 
schreiben^ wim eich eine solche Gruppe von Kreislinien kon-- 
struieran IHBt^ und zwar ftlr einige numerische Warte von n. 

2. Is ist EU beatimmen/ ob man in einer Ebene ein System M 
von 6,7,Bf,.. Punkten konstruieren derart kanHf dafi M in 
keiner Gerade liegt und die Verbindungslinie von je zwei 
punkten aus M mindesten einem weiteren Punkt aus M enthalt- 

Diesa Aufgabe stellt eigentlich den eKperimentellan 2ugang 
znm Satz von Sylvester dar# dar schlieSlich als Hypothese 
ausgesprochen wird. 

3- Es ist das Quadrat ABCD gegeben, dessen Seite die LMnge 1 
hat* Die Menge M ist f Qlgendermaflen definierti a) sie ent^ 
halt die Punkte h,B,CfDt b) mit zwei ver^chiedenen Puiikten 
X#Y anthait sie auch den Mittelpunkt der Strecka XY* a) die 
Menge anthait keina anderen als dir durch a) und b) beBtimni" 
cen Punkta* Die Aufgabe lauteti konstruieran Sie ainan Punkt 
PtM, der weder einer Seite noch einer Diagonale des Quadrats 
ABCD angehort. Untarsuchen Sie# welche Zahlen die orthonor- 
malen Koordinatan der Punkte von M sind? wenn wir die Gera^ 
dan ABp AD bXb f^Qordinatenachsen wMhlen, Konstruieren Sie 
sine daa Quadrat ABCD schneidende Gerade^ die keinen Punkt 
von M enthMlt* 

Wirklich uberraschend war die Schulerreaktion auf die ge-- 
stallten Aufgaben, Obwohl es u 'c^ um keina Ijelektionsklas- 
sen handelta, waren die Schmer auBerordent] Ich aktiv, sie 
bearbeitaten ^amtliche Arbeltsblat tar in einer kUrzeren Zait 
als ursprunglich vorgasehen war* Die Schuler leiteten salb-- 
standig rakursive Formaln ab, fulltan die Tabellen aus und 
bemUhten sich^ die Endformeln zu f inden^ die sia dann mit 
Hilfe der rekursiven Formel ilberprilf ten , d«h, sie fanden 
eigentlich den Beweis aufgrund der mathamatischen Induktion, 
von der sie vorher nie gehdrt hatten* 
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iiclnt Lemon iU't kuriMi r MkM vun Auf'iiilion^ dnr urwHImtcin 

Atir<jmhn wn n Kr^ i j n i pfi , bPMn iffnn riU^? nf^hiHc'r nnaU n.l.n I'- 
ff'jn riiir'"'f'|cniii*>n I rndf mi , f» in u?niu*r Uril or fich irMi awI ru-hif^i 

clc]/i buiilnn Vurriihruji ht?nLchl : " Ik! 1 i aul lU 6 biu ^ Kr c'Li: ilrii t*n 

hon t i mmvn v:\ nt " . 

Uti HnnifhU f Hr f'yrntujfUtMi fh ifif^ui wlr fr^iincln,* rh} r Ar! dcjr 

v/irnE^ti ilif f^rhOI^M; clni riaU- vtjn rivlrriarir m j h rfllft^ duf Kan - 
qrurn;^. Mi*. Hi lf r piru^i^ tnidl ich^Mi Mf^dtUlfM] dur afflnen Inal- 
(Urn 5^cf(ioinr^ r i If^ihrtrn ^i i i? firufar **h, dan clX onor Hntn 
^t^ii'/. dor Ln^ ldonj^Mno!t!f:it ri u i.nt , ^ti o man L^ut Boiiicr Forniuliu- 
r li n < I r a 1 14 u t i t\ Q li I I f • lU, m K n n L . Au ch d i rj A u f g nb o von A c r E 1 
trl iunn dor llhime durch v Hr^-\"\\n\m kniti ^,R, In oLlic^r knm- 
p 1 i vA i) r t. f ' I * Ml V a r t a n t n v o r ; cl i a G 1 1? i , 1 n v^^ u I c ho die Ebcsn e 
von KroJ^3linion fc | ? . * . , /.'^o Inqatn 11 t wlrd, \A^urden mit blntirDii 
H an r d I t f ? n ch n r n k 1 1 - r l ji i d r t id la 'Aahi ^ bod eu t o t , da a das 
Clcjb it:^t Im Kf*jiHt i: ^ iiutjtr ili^** Z^ui I X . LuUt^utut das GegffeJii^ 
t^jl I) i D3ij Prt:>blpni v/nr fn h|c»nfl*^?r; : ob infc Tc^mI- .Mint" c'll nr # 
rn.m din Krnifie k ^ ^ * - * dorart wahion Narin, daB vorBClilQdc^ 
fie Ce b L c Lu V <jr iic li i edcj no K oord I na t o n habcn . I' i no ancle r G Im 
B cm i M a r no l^'^ s t u hut • i a hv \ > o q ;3 1 ch a u r C 1 1 1 <i r po I vgc n o , d * h * 
P a 1 Y<T 0 nr , tin r o n ii * i m t: 1 i c ho i jc k p\i n k t: ^? V, i 1. 1 n r p u n k t d e i ri o s nu 
(1 r n t. r 7. < * n '1 i n d r f r r rui r ri u f « i i fiouB I r u k 1: 1 d n t? n van Punk tmen 
fjrn , brM, dcncn jr Awci ViinYiiJj' iir aon^J^nhllgc Kntfernung 
hab^m (Sal?, von barjiuk) u.ii.- Aucbi in dlfifiein Samln^r waren 
( 1 cl B i n t u r H H t.> u u il d i ( ^ A k I i v 1 1. lit <} u r T tj [ I n h ne r .i u 0 c r o r d e n 
lie}) hoch. 

Hnn knnn iiatjcMi * dafi dlo Kr Cahrunqon, dlawir Im EKperiniant 
wlc Auch Im Snmtruir gowonncn h^iben , ftir uns oine angcnghinQ 
Uborraaahuny waren, Wlr v/urden an dgn Texteii weltex arbelten, 
and w^ir hofCerii daft dio Schulverv/aitung unscre KrgebnissG in 
dmt brclton Roform dos Wa thcmatikurterrichts ausntltEon lc()n- 
nan wlrd, 

% l\ 9 
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Unter dor Modcrnisiorung dot Schulyeonietrie vorsteht man 
gewdhnlich die l^ntwick lung der Vcktor-- und Matr izenalgobra, 
der Elemonta der TopoIcgi*^r vielleiaht auch der Gruppen VOn 
geometr Lschen Abbilduncfan und dor Graphontheor le * Sehr oft; 
handeit us sich \m Mathcrnatikgeblete niit groflen Theorien^ 
aber relatlv gcringGn W5cjllchkei ten fdr anregende Aufgabani 
Dagoqeii stoht die konib inatoriochc GcoinDtric^ die aus dof 
ouklidiBchon GoomGtrla herauswclchBi, in einem Gegenpql, Ihre 
Bedoutung fUr dia RekDiiB hriiktian dos Geometrieunterr ichte 
ist bishor noch ns fit richtig bevcrtat worden. 
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SHORT STATEMENT FROM THE IRISH DF!LGGATI0N TO THE 
BIELKFELD CONFeRENCE ON THE TEACHING OF GEOMETRY 



Chairman, 

I am glad of this opportunity' to pay a v/©ll earned tribute 
to you and to vour CoMittee for the splendid way in which 
this conference organised » We have iearned much from 
fch€ formal lectures and frow the v/orklng groiips and in 
tha course of the past few days we have m^t people who 
have QOntributad to our knowledge of Mathematici in 
general and to our knowLedge of geometry in partict^lari 
Now at the end of the aonference v^e can perceive and 
underptand more fully the "problem strategy" and we can 
aee iTiore eLearly that "Visual Mathematiee " is a powerful 
pedagogical tool * 

The problem of the "^hy" and the "how" of ajclomSr defini- 
tions and theotenis is etill with us but we feel that 
the atrategy adopted in our Irtah sylLahua is the correct 
one* For althoiagh we ha\re a "tiiild up" throiig^h axioms and 
definittonif the teaching aiine to motivate by intuition 
and by prablema. The seeds of geornetrioal thinking ar^ 
sown in the first two years ^ The crop of well tenown 
Euclidaan thaotems are reaped in the third. And the 
ooncepts of seti and fiinctions uaed both in Algebra and 
Geometry are powerful linifylng faetorBi 

The Syllabus ist the results of two years ' TOrk by a 
ooniniittee of nine people representative of the teaching 
bodies and of the Department of Education, The committee 
spent another year ofl the preparation of m aa^ple 
examlriatiori paper. In arriving at a conseMUS, the conmlttee 
studies many methods/ including the I*M*U* niethod used 
in Sweden and it took Mi^o tamid^Aatlon the 
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xecoinmondatlons of varigiiH reports, in par Ucuiar s 
JhQ Tmvhm of, Gwrne-tJujai tlu ?n.ii- Co itetie Uva 

(l^rocooclinqs of t he 2ncL C.S,M.F. ConferGncG at Carbondaie 
Illinois in 19 70 - Edited by il , G. Stoiner) 

iQcUae.^ on Mi^nn TiUxciiiHQ GvomiAij and ^v^atvd topics 
(I,C*M.I, seminar in i\arhus I960). 

(U.M,E,B.C.O.). Vol. I (I9ti6), Voi TI (1970). 

CaAUcutum JnpnaVLmnt and UmaUonal. Vivt^opmeM 
(O.E.C.D. 1966) 

TeKts, using many coLours, have been written to suit the 
syllabus and T.V. prograinmes on the material are available 
during tho sciiool hours, 

NO syllabus to-day should remain static for ^ary long 
and in Irelaiid a review is carried out every five years. 
As a result of this Gonference la Bielefeld wb hapG to 
suggest some improvements when the Mxt review takes 
place . 

Generallv speaking I ain happy about what has been achieved 
at this conference. I feei, however, that tiiree areas 
have not been adequately touahed upon - topology, proba- 
bility and operations rasearch - which have many appli- 
cations to geometry. 

hny course in elamentary geometry should, 1 feel, begin 
v/ith the topological ideas of arc, curve, olosed curve, 
simple closed curve, insido, outside and ihould use the 
Konigsberg bridge probleni as a motivation for wen and 
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odd nodes. Children (and teachers also) arc alwayB 
facinated by unsolvnd problems and therrj in none more 
easy to formulate than the Four Colour Problems, 

Probability and its appilcationa havcB a greater importance 
to-day than ever b^aforf' and vmnY pr-oblera arn best 
articulated and soivrKi ly moanb ot gnome? try. 

ht a recent International Conference in Scotland on tho 
teaching of CQmputers niuch was ruado of the follovnng 
problem as an ideal computer orientated toBti 

"A glass rod falls and breaks into 
three parte. What is the probability 
that the three parts form a triancjle"? 

When viewed from a geometrical viewpotnti the solution 
±e obvious. Lt the three parto have lengths tj and 
I - (x + /iK Then 



A 




Since the ratio 

area of shaded i area of feasible ^1^4, 
the required probability is 

A standard problem in Operations Research (O.R.) is one 
of maximizing or minimiEing a linear function under given 
linear eonstraints. The resulting linear programming (L.P.) 
proolem is solved by the Simplex method and this method 
makes great use of the theory of vector spaces partlcularLy 
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that of Basis, 

These three areas combining aa they do the visual and 
th© probLQin strategy sdrve as unifying elements in the 
overaXi ''ajciomatic" approach to our a/lLabusi. 



thank You , 



AKTUELLIi PROCJLKMd DEb GEOMETRI EUNTltRf^ ICHT5 . DISKUSSIONS- 
PUNKTE W;^HREND DER BIELEFKLDER QEOMET RI E^TAGUNG * 

lUG. Steiner und B. Winkalnianri , 3DM Uielafeld 

Dc*n auf dnr Taouny cjehaltienQn Vortragen folgten Diskussion^n 
in elnsselncn Gruppen, Beriahticj der DiskusBionslelUer im Ple- 
num und anschlieRende P lenumsd iskUH sionon* hm JCnde der T'agung 
fancl ein langeree gemci nsannes GespriiGh statt, Den folgenden 
Ausf Uhrungon, die Bich auf einigQ Schv^erpunkte konzentr ieren , 
liegen Protokolle Uber die ver schiedenen Diskuesionen r.ugrun- 
do* An dieser Stol le soi 6m DiskusBl onaleitern aus dem Kreis 
der Teilnohmer und den Protokollanten aus dem IDM vieimala 
cjedankt * 

0. Cinlqe. yanbemAkimge.n ziiA Gi\smt^n^U-.dilanQ 

Veraucht man einen Vergleich mlt frOhergn internationalen 
Tagungen zum G^ometrieuntprr icht (Aarhu? 196o^ Carbondale 
197q) , so Eeictt sich in der Bielefelder Tagung insgesamt eina 
Akzentverschiebung von den inlialtlichcsn Fragen, insbesondere 
der Darlegung mathematliGher Alternativen, ^ur Problematik 
der R©ehtfertigung bestimmter Sto f f auswahlen/ zur gtMrkeren 
BerUckeichtigung dor p^ychoLo^ischen und padagogisahan Aspek- 
tBf zut Frage nach neuen Organiea tiongpriniipian, nach denen 
geometrisahe Anschauung, Anv/mdungen und Probleinl5sen atMrker 
zur Geltung komrnen kdnnen. 

Der Pragenkatalog^ der 197o vor der Carbondale'-Tagung an die 
Teilnehmer versehickt wurde, enthielt folgende Punktai 

(1) EinfUhrung in die Geometrie In den ersten Schuljahreni 
topologische AspektGi Behandiung raumlieher vor abener 
Gaometrief experiTnentell-empirtsehe Einatallung Eur Geo- 
metrie; Vorberaitungen 2ur Abbildungageometrie ? Symme- 
triephMnomene * 

(2) Geometria fUr die MltteLstufe: RoIIg dor affinan 
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Geometric I Ubornanq von alncr GKparimentollGn zur theo- 
Jtetisch'-deduktlVGn Einsbollung; die Rollo der Mathemati-- 
alerung; die Behandlung cler BGgriffe Ordnunc| und Orien^ 
tierung; Mbglichkei ten ^.ur Einfiihrung dea Winkelbegrlf f s ? 
gusanunenhang gwisahen Geometrio und 2ahlen (Algebraisie- 
rung) I gruppentheoretiBch© Aspcktc der CleomGtrlei Kongru- 
en^.; RhnlichlcGiti qeomotrtachG Konstruktionen ^ MaBgrdflen 
v^LeLMngo^ WinkelmarBr Fiacheninhalt, Voluman, 
(3) Geometrie auf der ObarstufG^ Aufbau der Geometrie von 
dor Ilnearen Algebra auai Koordinatengeometrie; lineare 
Abbildungen; Bilinearf ormen und Kegelschnittai die ortho= 
gonale Gruppe; Einordnuncj der Trigonometr ie i projektive 
Goometrie; nichu^euklidische GQomctriG; konVQKG Mengen ; 
komb Inatorische Geometries topologiBche Aspekte der GeQ= 
metrie; Anwendunqen dar Geometries die Verwendung der 
geometriechen Sprache in anderen mathematiachen Gebieten. 

Hlnter dleiem breiten Stoff- und Darstellungaspektrum standen 
dlQ BemUhungen der Didaktik der Mathematik, die in der mathe= 
jnatischen Wiasensahaft vorangegangenen Entwicklungen fUr die 
NiM^taus des Unterrichts %u verarbeiten. Es handelt sich dabei 
votr alleni uin folgende Hauptthemeni 

(ai Die Auffaseung der Topologie ale einer sehr allgemainen 
rorm von Geometrie und ihre Verwendung als Exploration^^ 
und EKperimentalfeld fUr geometriache Komponenten dea 
GrundBchulunterrichts . 

Cb) Die Rolle der Abbildungen und Abbi Idungagruppen ^um Ver- 
BtHndnis geometrischer Relationen wie Kongruenz, Khnliah- 
keit, affine und projektive Verwandtachaf t , ihre frUhzel- 
tlge Vorbereitung und BerUekaichtigung schon vom Grund- 
schulunterricht an und ihre Stellung bei einem eyntheti- 
schen Aufba'u der Geometrie im Unterricht der MittelstufB, 

Cc5 Die Mdglichkeit des Aufbaus der euklidischen (affinen 
und projektiven) Geometrie auf der Grundlage des Vektor- 
raumbegriffa und der linearen Algebra eowohl als Altar- 
tiativkonEept Eur synthetlschen Geometrie auf der Mittel- 
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stufo wi© alB rnoclorno VJoi terentwlckl ung der analytic 
achen (KoordAnaten'-) Geometrie dear OberstufG* 

Ala entBehGidender Vertretor ^inar kompromil3Ioaen Healial,^^ 

rung von (c) iiieinte Jean Dieudonne mlt sclnem Verdikt "P^ 

baa Euclide" die Ablehnung aller BomUhuncjenr synthetiacha 

Gaomejtrio ohne unniittGlbare Verv?endung dec Zahlen an lr:aw4'- 

, 13 

einor Staiie dos Schuluntcrrichts eystomiitisch zu bGhandcUn . 
Nach Kenntnisnahme der obigen StichwortBCimmlung fQr die C^r- 
bondale-^Taguny sacjte er seine Teilnahme mlt dem Hlnweia B,hf 
er kdnne an einer Tagung nicht teilnehnieiif auf der ander^ 
Alternativen auch nur in Erwagung geEDgen wtlrdon* 

Hineichtlich der Stellung der Geometric im Unterricht dejr 
Obaratufe (Sekundarstuf e II) atehen die Lahrpiane und Lehir^ 
bUcher in der BRD gegenwartig in gewisser tjbereinstimniun^ mi% 
den Forderungen Dieudonnfes* Bie haben sich im Bereiah AnAJly'^ 
tiecha Geomatrie den Anf iingervorlesungen an den Universit4t0ri 
zur Linaaren Algabra angepaflt und stellen haufig Miniatuf'^n 
davon dar, die neuerdings zunehme-nd ala matheitiatisch und p^-^ 
dagogisch unbef riedigend angesehen werdeii. 

In der didaktischen Literatur eind Eahlrciche Uersucha vetr^ 
dffentlicht worden, ainen Ubergang von ainer in der MitteJt'^ 
atufe zunllchst ohne Verwendung der Zahlen angesetEtan GeOmf^ 
trie zum reellen Vektorraum und zur 1 Inearen Algebra har^U)^ 
stellen, wobei die Konstruktion der reellen Zahlen mit veif- 
eehiedanen Varlationen nach dam Vorbild -yon E, Artins "G$0'^ 
metric Algebra" ala Autoinorphisnienrlng der Vektorgruppe itn 
Verlauf des Aufbaua der Geometrie erfolgt ' * Q* Papy beachlTitt 
in "Mathematique Moderne 2% Nombres Reels et Veetoriel Pl^^n'* 



\) Si€?he hlQr^u auch j, Di.pudc)nne j Geometric In den GymnaBitin und in <te 
modernen mathematisehen Forschung ("Die Fehlgriffe von v. Staudt" oSm 
"Vom unheilvollen Einflufi phi losophischer a priori idem auf die Hmthm^^- 
tik"), Vortrag in Braunschweig 1966, vervielfaitigt belni Westermann V^^l^g, 
Braunschweig. 

2) Siehe hierzu etwa^ a) A. KirBch u, F. Zech; Afflne Geometrie der Mh&m* 
Stuttgart 1972. b) H.G. steinorj Grundlagen \jnd Aufbau der Geometrtift in 
didaktlacher Sieht. Munsttr 1966 
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(1965) ale einor der orsten olnon fUr den Unterricht: ausge- 
arbeifcetan Weg in dieaer Rlchtung, d^r mit Dlnigen Abwei- 
chungen im wDSGntliohen auch von W, Servais In seinem in 
diaaom Heft abgedruckten Beitrag dargcistollt wird. Entipro- 
chende VorschlMge sind in der BRD auf ' dem Sahulbuchnlveau 
biaher nicht umgesetit worden, und es dtlrfta hior wohl all- 
gemoin Skepais gegentltaer einer angemesBenen un tarrichtlichan 
RoalisiGrbarkcit bontehcn. 

DomgegenUbor haben in der BRD in den letzt^n 15 Jahren aufier-- 
ordentlich starke BemUhungen vorgeherrscht^ olne Axiomatik 
in den Lehrblichern der MittelHtufe zu entwlckeln, die die 
Euklld^Hilbertschen Konfjruenzaxiome durch AbbildungsaKiome, 
htiufig auBcjehend von den GeradGnsplegelung^n* srset^t. So-^ 
v/oit damit giobale Axiomatisierungsansprticha verbunden sindi 
dtirfte auch hier das grundaMt^liche Problem? belm SchUler 
ein den gesamten Aufbau durchhal tendes Int^reesa und Ver- 
stMndnie flir die unumgMnglichen Systemf ragan n^ben den in- 
haltlichen Aussagen zu erreichen und zuglelch andere Aspekte 
der Geometrie zu entfalten, unUberwindbar feeln^l Uber die 
entsprechenden negativen Erfahrurgen scheint sich allmahlich 
ein Konsen»^us herausgubildon* 

Die Einbeziehung topologischer Materiaiien^ Ubungen und pro- 
blemstellungen in den Unterricht der Grundsahule und die geo- 
m^trische Propadeutik der Orientierungsstufa (5. und 6, 
Schuljahr) hat neue Dimenaionen fUr den elementaren Unterricht 
ereffnet^l FaBt man Geometrie in einem weiteren Sinne als 
durch Topologie ergMniste Gesamtheit auf, aa warden durch ent- 
aprechend angclegte Lernangebote sicher die geometrischen 
FMhigkeiten insgesamt gef^rdert, was durch Unfc^r suchungen 

1) ilierEUj n) H.G.stelner: Analyse von Lehrbuchern cler Geomotrio fur die 
Mitteletufe der Gymnasien. Zentralblatt fur Did^ktiR der Mathematik 
1/197q^ pp, 11-15, b) G.Holland; Voaehiaga zur Entwicklung mimm Curri- 
culums fOr den Geonietrieunterricht in der Sekun^arstyf a I. Beitrage zum 
Mathematikunterricht 1972, Teil 1, pp. 1q3-118. 

4) Siehe etwai H, Winter t GeometrischeE Vorspiel im Mathomatikunterrichfc 
der GrundBChule* Der MathematiHuntarrieht 17 (1971 3 « Heft S und die 
dort anqegebene Literatur. 
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topologischan Anteile im for tgesetztcn Unterrichti wo^u bis- 
her kauin Mdyllchkeiten 4m Vertiefung und Systematisioruncf 
eryrtert wurden* Eine an<l<^7ra Frage iat die Auawirkung einer 
frUhen Beachaf tigung mit topologiachGn Sachverhalten auf die 
Bntwtcklung der Flihlgk^lten In den nich ttopologiBGhen Antei- 
ien dor Geometrirj, Die^a ^che^int verhMXtniBinanig goring zu 
sf^lnp wWhrend vnn den komMnator l^ichnn KomponGntcin solchor 
DogtandteilG der Topoip^ile wle der Kqiiivalenz von Netzen^ 
Wogon in Netzon^ Farbunc^sproblpmen, Graphon ugw. ahe^r sine 
Fdrderung der Rechenf^lhlgkoi t m rosultieren scheint^l 

1. OtonwMU in dm GMmd6C.hu.i2. (S-- 12 jHhrige) 

Hit diesein Gegenatand jpQSChMf tigtc sich eine Arbeitsgruppe, 
Die DlskuoBion erbrachto j^unSchgt eine Beetandsauf nahma des 
Geqmatriauntarriehts in ajr Grundishulo der BRD, Die vorfind- 
baren LehrgMng^ unterseh#iden sich sahr etark in dar Auswahl 
und Quantitat dor Inhalt^. Pas Kontinuuin arstreakt sich von 
Kursan, die fast kelne ^momottim beinhalten^ bifi hin au Kur- 
Bmf nach denen sehr viale Aspekte der Geometrie behandelt 
warden, wIgi • 

o Kennenlernen einar Vi^Xgahl geometrischer Formen und ihrer 
Eigenschaf ten? 

o AbbildungBgeometrie/ ^pe2iell kongruenta Abbildungeni 
o vorberaitung dee PlMah^ninhaltabagrif f ai 

o Eine Reihe geomatria^hw JProblame, die unter topologischen 

und kombinatorischan ^^aichtapunkten behandelt werden? 
o AnfMnge dor Kttrpergeoyii^trlQ. 



53 Siehe etwai lU WaHraberu^t^lni IJnterrichtgveriuche zur Tapologle im 
5, und 6. Schuljahr. Beit^lige g\im Mathematlkuiitarrichfc 1971. HannDver 
1972, pp. 25q^264. 

6) iiehe hiergui I. Weldlgj '^'ojpolygie als geoinetrische Prepadeutik? Bel- 
trSge zum Mathematlkunt^Cirloht 1975. Hannover 1975, pp* 207-^211. 
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\m wurda dtnit l lch, dnfi t»irm r<i£5tu riahheiiiaUacliHt fie<irlfl:€) 
nlcht dafi reprllfiantier t , WaB ^jJ ah Jm Gnomutr Lrninbcir rl.cht clcr 
CfrundschulG abspiclt, pio von don i<lndQrn qeaammDltcn Urn- 
tja rige e r f ah r u ng en n i ncl z u \\ «-l ch s t von a ncle r or Art a 1 b a 1 ah 1 w 
der goometrischon faccjr if rilchku it iilodprBuhLUcjt- Sic bildDt 
den t Uilhot izowt f Bacjt £ibnr nichts fiber die Stndinn dar Bd- 
c j r 1. E £ B E| cm o e a a ii a . 

I m Vo r d o r < r r u n d cl c » r n i n k i s n n I o i \ \ : n m\ ( ! ] ( ; p r tf o iin ( d i d f :Mii " * s'a - 
rum", Wae Bind din Gruncj\forBttiL lun^jun * auf die hin man Gc^o- 
motrio in dor OrundachulD auofl chtcin Eioilto? Daba i pardon dlo 
folgcndrn* ^,T. d ivorydntan The£jc;jn formulicrts 

1, GcDmatirie in der GrundschulD Igt alB eirip Uorstufe bsv* 
PrUCiyuriition der Geumctrie in der S gkundars tuf g an^usehen 

2, Geometrie in dcr GrundBchulc sol Lie der rttrclGrung der kind 
lichen Persanl Ichkoit dianan. 

3, Das Haupt5?iel dea Geome trieUntcxr icli is In der Grtmdachiil^ 
llegt im EKplizitmachen von UmwcLtsi tuationen unter q€0- 
matriechen Gesiohtspunkten , Das belnhaltDts 

a) Anknapfen an unmittelbara, konkret© Erfahrungen? 
ta) KMpli^-itmachon von Strukturorir wo ale reallter vorfintH 
bar sind; 

a) AnCMnqe von aoometrie unterhalb der matheniati achan Spca 
Che J 

d) Kiarung von Strukturon iin Miiiblick auf Ihre epatar^ Ver 
wendbarkei t , 

4) Goometrio in der Grundschule so lite aue motivationalen 
Grtinden von Anwendungaf ^llcn auigohen^ in denen slch qmo^ 
metrischo Strukturen besonders cignen# Problems zu 16s&n, 

5) Hauptaufgabe des Geometrieiinter rtchta in der Grundaehijle 
iet die Entwioklung der Ra^manichauung, pder allgemain des 
Opericrena bsv/* Denkens in geomctrlscheii Grundvorstel Inn"- 
gen* 

Aus den BeitrMgen wurde deutllch* dafl Uber uegitinatlon und 
giele einer Geometrie in der Grundsohuie kcin Kon^ens bastaht 
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"GaoifieMip iri der Grwdschule^ beteits ifllh Inhaltan zia t^l-- 
lifiKatloiicn ^tattgefunden hat, 

Auch dLeses ^jeina %^ar O&genst^nd der Diskusilon einer Artei.ts*- 

B^ztigllch S^.kmdcvi6iu^t I wurde vcn dler rroblematlk del or* 
g^nlsatlorm \xnd Systewatisieruiig der Geofnetrie auf dle«r Btu» 
tm a.U8gegat3i9^3ii Al^ dQininiecertdw G€il^htm purmkt hat hiee ir* 
vidian Ldridiip^^i der Ubargang ium ax<.orf!at44dirfri ^M^b^u gogclt^n* 
Vorbila caie OeschtcKte und die PhiloBc^phi.e dler 6/iithflti- 
seh^fi Gcom^ctr al5 strenger Klssenschaft vort PXat© usii Iuicilc3 

tile vflrd a^be 1 die Strenge dei Aufb^us nas^h ^Kioin©ri» C©f inl.* 
tioacn^ B^t^ex und Bewalsen d^m Srhtlla^ e^cplllit als HiuCi 

verb^iija^ri Jiit dero ^nipruch de* Voll itMndlg-kei^t, als© <inoR\ 
globsleii ^xlomt-ie lerungipragtatiw ftlr at? oii?cHaiBCha Hf^itte- 
t£lm * Die Cbj ekto der Erfah^ut^g and Anaohauui^c] warden dsbii 
als fUr dLoi^s Vorliaben ungeeignete Votga^en anges^hesi* Hm 
bcda^fen Lju 0 Inrie oiner platoniadh-lde^li^tisohan ^hilosopHl© 
der 3dealk ai.©rung zu idealer Punktenr Geradooi &^r\m usv» 
Dia i\Ktoina li nd nicht Ksnvefitlonen. aonda^n bosahrelb^n ^im 
Verh^ltnis SQs in dieser Welt dor roinen An^shasUUng, aui ciie 
siah ^mn E IKo^s dor Gaoinatrlc ela atrengcir Wei&nseliaff i; b^o-* 
^leht. Vlel^ Lehrbtiehor fUf die deowetria dor MiLLtelsturo fee- 
gir^n^n nocl) i-ioute ihra KinlcltungsJc^ipltel In dieflon GCis to * 

im a^r Diskue-iion herrsehtft EinigkDit duftlber/ daft dl4}i^ Pa- 
siticn natliQ^olacji iGh llb©rhc5lt und in ihri^h ^naprUcheD unt^r* 
riGbtlich ntc^ht txx ^erwlf kilehen aei. olie $tmilm d^r Ooo* 
metrie als- l^A^aaansahaft Ide^ler Obj ekta kann^ aueh mi am 
glsb^lan ^nia^tE d©r Asp©kt dor mthmntUkahm MattbMdmti 
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fia» flob^U PrcgrflWf^ wlrd ift din BUchcrn im fa^to naeh we* 

^ih^nSil^^ t^nd bei dtn Dif inibianen uiid SUticn Cretan LOk-* 
lien oAer unffibttl^4]^i ^xi&matlieh nieht vi»iik«rt# Rttokgrif- 

m%p2im itm %mt^%^t\^t^^mt\ ^af 4m% artdutcketti S^^^Mi slea dan 

^Oifdi di^ g^tf^die t^i S^st@mba§tardtaiiea^ In V^rbljidang mlt 

£Qt^\i^vmt\^mti ^%mt^%ml cter Batraahtuiigisbanen dar, Sol olnenL 
^loliaion P^^gram badentin bilde Anfdfderuiigsn @in6 Ubtr^ 

m^t dl<) i^us%^ahLl ui^d Be^rbeitung von Probl@iiieti vn4 J^nwandur^- 
^Oh^ dia in iK«r Urap^Ungliohkelt Mufig aridayea nintir^ 
^riifidv/is^@h«' andafi H§thed«n and Vo^stellungen akty&lisiirM^ 

ii^ E%aoH dcfl^ itand d«r Systamentv^l^klung md dar S|f- 
sfe^fngetund^riht'lt ^ur V^rfUfung stahan. Aaf dlesa^ lasls be- 
^t^iid d^i^ cisiKupii^nQstailnahne^n Einigksit da^tibar» dail 

in d^r pldaktlk daif Hathimitik in den lata tan iiahren hB* 
^rl#ba3iQ hd\t mtf^ ie^ be^teti AiUomifUij^tQm ti\m dim qtcmttrliun* 
^or^lciit dtr^ Hitfc^lpfeui© nxir g raduelle Unt«metii«d« bawlrktu 
leanfi Wd al^ pirln^ipi©ll«i PrDblew falsch ggateLlt Ist, Wahl 
aib^jr h<sb@n dltsQ tlr^&grauchiingan zur Aufhallung vcn Euaammen* 
hiKfi^on ba-ig^bragai^f de^ei^ laharrsehun^ zur mathamatiaehan 
Ortsba^ttiyiiung da^ jew^iU^en untarElchtliehen S4t\iatioiien 
£(lt imm £r€hr'0r v©ii crrBoter BedfUfeung Ist, 

^og^nUJbar glQ^^lon Svatani^rlenblertliait bl«t«t dia CofeoCt 
P^goJtu^tipn deir filt di® Maung bostipMntflr Proble^itia adar das 
l^ortf b^mdi^ la bojitiifii^t'Or PhMmanana er£ord«riiahom EuiammenhMn- 
go aiiiai' JUfcormtiViri die im Prtnzip im QtsmstrliUBt^rrtehfe 
raierit rsia t^t, jadoeh ©IM* atflrkaran m€thodalag4sqh#n und 
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dldatetlsehen Entfalturig bedarf, Insbesondere wiarde in dtesar 
Hlasieht auf dim frtlhzeltige VMbi^dmg von Geometite urid 
Algebra htngcvr lesen, di€ dan Spiel^a\ini der Kethode^ lur Iq- 
kBlmn Organisation erheblich e^weltere, Es wrde dim Frage 

metjfiir Problema und Anveiidungsge}' iete fUi elna iDkala Orga- 
nisation avsqewMhXt warden sollen. 

Gru4idsMt^lleli sind zwei ^rten vor\ l^Xaler OxganiMtion su ur-^ 
tera^halden. Dim eina ist glelphsam vertJJ(^l| si€ itihr^ zu 
Abstraktl©neii vLb Inildeiizsttukttirw oder einam allgtinelnen 
Abs tandsbagrif f (metrisehe RHunie)* Sle wird beherrseht: ducch 
kieirie? Mtht^kattQOM^chi k^iomnhyktm^,* Die andere 1st ^lelehsam 
horiziontal- Sie itallt ein partisllas logdJ^ahm On.dnm dar ah^ 
ne jirtderuing der begrlff lichen hzv^* ontologisehan Etaiia, FUr 
den anterricht dar Mitteiatufe koimt Ln erster Llnla dim lo- 
kal« OrganisatlDn der z^^eiten Art in Frage. Klelria V^ersiache 
ill Richtung dar arsten Art k^nrieri jedoGh daiu diencn, dla turn 
Vmvmt^niniB dar Gaomatrla ala deduJ^tiver W^sensehaft natwen^ 
dlgeri Ldsungen v^on den Gntologlschcn Bindungen vor^u^baraiten. 

An dieser Stella sai aul ainen Dia3<ussianap\iakt hiiig^wi^ean, 
dar dureb dan Vortrag von Servals aufgeworfen uiid mahrffach 
bal varaehledanan Galaganheiten angesprQchan wurde, Ir ba- 
trifft dla Auffassung dar GeAadm atl TmkMjmmgmi wie sle von 
Servals auch uiitar Zulasstirig endlichfir Gaometrtan fUi die Sa* 
kundarptufa 3 vorgatragen wurda* 

Er vurdo gafragt, ob dla Kinder hier niaht lu elnei iluffaa- 
sun-g Uberredet wUrdenp die sle all fxamd Ihron anaah^uli- 
eheii Vorstalluiigan efflpflndan urid dia Ihnan wnnatUrliche Rada- 
Waisaii abverlangt, deren EtnUbung deii Akzant des Uiitcrrlehta 
ung«btihrLich a\if formale WebansMehlichkaitan varlageart. In 
dar manganthaoietisahan Beschraihung weltarar Objekt^ via 
Str^cken^Ugi* l^inkel usw, traten dann die Hlndarnlss^ alner 
varfrlihten Ei^pliiithelt besondars In Brscheinung, Is wurde 
darauf hlngawlesen, daO man as bel alnar aolchen Auf lai&ung 
in d0r Gaom^tria pl6t^lleh mit Mangen von Mangan zu tuji hat# 
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vihrend man vorher nur aus einer Crundmenge ausgesondert 
hate* 

Obvohl 2U jedern Jlodall etner mit drei (oder gwel) Sortan von 
Grundobjakten (Punkte^ Cereilan^ Ehenen) dargeatallten Tn^i^ 
danzgeoinatiria aln isoraoiphas meng^irithaoretiachai Modell aKi- 
atierei sel ea auch fUr manGha Interpretationen nUtilich# 
Garadan (und Ebenan) nicht als Punktineng en aufzufaasen. 

Filr dam Untsrrlaht wurd€ von einigsn Diskussionatailnehmarn 
aine allmahllche Einfahrang und galagentliGha, abar kidnas^ 
v^ags dominieraRde Mengensprach- uiia --aahreibweiae vorgeiahla-- 
gen* Falls auf geomatriiche Objakte Abbildungen angawendat 
v^Urdeii, eel as sinnvoll, die Objei<te als Punktniengen aaf^u-- 
fassan. Znn^ohmt eai jedoah der kindliahan Auffassung gaM0 
davon auszugehen, das auf jader Q^raden unandlich viala Punk-- 
ta liagan^ wobai der Standpunkt des potentiall UnandliGhan 
angemaaian sal« 

Sodanii vurda auf dia Gefahr alnar zu frtlhan lokalan Systama- 
tliiarung und der Domlnanz der klalnen Thaorien^ atwa die 
syitaniattiohe Bahandlung dar euklidischen Bawegungagruppa ale 
theoratiaGhar Kahman fUr Symmetxitproblema, hingewieaan. Da- 
hinter stand die Fraga nach den QmMilhationm , die bairn Scho- 
lar im Gaometrleuntarrlcht der Sa^undaratufe I antwiokelt 
v^erdan sollen. Harvorgehoben warden Fahigkaiten, wia ale zur 
Msung von Probleman aus dar kombinatDriachen Geomatria er-^ 
forderliGh aain, Sia erlauban die Entwicklung geomatrisehar 
Intuition und geometriacher Spraclie, ohne sogleich auf logi- 
mahm Organiiation lu drangen, GaDinetrie ist hiar Medium dar 
WathaHiatlk und nicht In arstar Llnie Ref la^cionagagenatand, 
Varmutlich kommt diesa Auffassung dem hautigan Verattndnii 
von Geomatria im Rahman der Gesamtmathematik am nMchatan* 

HinsichtLich dar S2.kandaUtuia It bedauertan elniga DlakUi^iene 
teilnehmar^ dafl mit der Satonung der Unamn Algibm h^ii^ :^m^— 
santlicha KoTOpcnenten der Gacmetrie vardrMngt wUrdani Lineage 
Algebra sai kein Surrogat fUr GeoitiBtrie, Urn im Rahmen der 
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lliiearen Algebra geometriache Interpr etafcionen bewarketeL- 
Itgen Eta koniieri, mUsse man erst einmal geonietrisch den- 
ken gelarnt haben* 

Anderersaits erlaube jedoch file Verwendung der linearen A^l^- 
gebra in verschiedenen Tellen der Mathematilc partlell die 
tJbertragung gecmetrischen Denkans in anderG jmathematische Ge^ 
bi€te, vofCir die Funktionalanal/sis , in fler Begriffe wia Li- 
nearitatr' Abstand^ Konvejcltatr rixpunJct usw. vorkomnien? sin 
^lustarbeispiel sei. 

lei der Sehandiung der Geometrie in der Sekuridarstuf e 13 auf 
der Gmndlaga das im J^ittelstufenunterriehtB vorbereiteten 
Begrif fs==des zvei-- tozw^drei-dimensionalen reell^n Vaktarraums 
ergeben sich u,a. Probleme bel der Einftlhruncf dar Nom md 
dee Skalarprediikts j falls man nlcht glelch auf die koardtna- 
tengabiindenen Standarddef iaitionen abilalt* 3n diaiem^ ausam- 
Bienhang wurda von elnlg^n DiskuBsionstailnehniarri fUr die vom 
Slcalarprodukt unabhangige Bahandlung der verschiedensn K5g= 
lichkaiten/ eine Norm elhziifuhren , und damit tilr die Behand- 
lung der hUnkomki-Qgomt/Um, die interessante ^n^endungari be- 
sitzen, piadiart, 

Una globala s^nthatisGhe Bahandlung dar euklidlachen G€Ditie-= 
trie auf diasar Btufe fand keine Unterstut^Eurig , Anetatt dia 
eaklidiicha Gecmetrle als In elnem kategnrisehea Axiomansy- 
stem dargeatallten Monolithen anzusehen^ aolle man baasar be= 
stimmte Aspekte wie llneare Strukturen, rnzideiigitrukturenf 
^bitaridastruktiirenj abheben und mit ihrer Hilfe geometrlschas 
Denken univarsaller verftigbar macheii* In dleaeiTi ZuianOTenliang 
vardan auch mitichi- Uod^tte,, wie aie etv^ra tn der Kodiarungi'- 
theorla auftreten, als Interessante aktuelle Aiiv^andungsberai=' 
che genannt. 

3* GeometAte -In dzA AiLabZManQ dm Uhn^oA- 

Dte DlBkussiori zu di=esem Thema konzentr ierte sich auf zv^ei 
Hauptfragens 
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a) W€lche faahlichert \?ora^saetaungeri benatigt der kiiriftlge 
Lehier^ urn erfolgreich Geometrie lehren eu kSnnaii? 

b) Me Jcann dde fachllahe mit dar dldmktiachan ^usbiLdung 

Im Zysanunenhajig roit der e^sten Prage wurde tibareini tliranaTid 
featsesteLlt^ dafi dta Geoinetria ira Lehrangebot der miversi- 
tita^ zu stark vernachiasstgt i^Uxda uni die fachllclien Vor- 
aussetiangen fttr die Lehrar im alLyemeiiian nlcht ga^Shrlai- 
mtmt selen. tnsbasondere fehla ee dan Lehrarn an Kemntntssan 
und tJbung in der klaiaischen Geonetirie, Eine Wiadertelabung 
del aukliaiSQlien G^omatrie das kmehauungaraumes; at^a in 
Veibiridung mit darstsllaadar Georaetrie, sei notwendig, Als 
unbedtngt erfordarllah vrnrden KuStoe angeaehen^ die die wis- 
saiiscKaftliehan Gmndlagen der ScJiylgeQWetria bahandaln. Da- 
au mtiatan aber aueh EinbLlGka In die Topologie und die alga- 
brat s<^ha Geomatrle als gegenwartig wichtiga modarm For- 
sehungsgabiata mlt gaometrtscheri Problawen und Hethoflan tre-- 

Das VerfUgan tear inhaltlicha Kenritnissa wurda jad&ch ais 
nlcht allein auiechlaggebsnd angesahan* Besondera dec Biathe- 
natlkLahrar mUsse Erfahiung im Froblamiasen und der vial- 
faitigen Varv/andung geomatrischer Mettodan besitian, 

Garada wagaii der Schwlerigkaltaa, aus dam aystematlsshan Lehr 
aagebot dar wathamatik fiir dan GaQmetTiaunterrieht gaaignate 
Wrausset^ungen belm lehrer m\x echaffen, wurda dia Entvick- 
lung (Sidaktisch orlantierter Geomatrlekursa an dan Uni^ersi- 
taten all gaaigneta form dar V^arbindung von fachli^her und 
untarrichtsheioganer ^aablldyng empfohlan, 

probleroorientierthelt und Problemldsai) waran GegeJistMnde ins- 
besondere der VortrMge von Stowassari T, Pletclier und 
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Glaesar und der ansGhlleBenden Dlskusslontn* 
In der Diskussion des Vortrags von R, Stowasear wurde so- 
fleiah alne Reihe von Pragan aufgeworfen: 

0 Erkannt dar SehUler hinter den Problamsn dia allganieinen 
Z usammanhMnge? 

o Lernt er von isolierten Problemen aua aLlgemainere Ldaungs- 

mathoden kennan? 
0 Larnt ar Lfisungsstrategian, die er auf andere Probleme 

transf ariaran kann? 
0 v^elchen Realitatsbazug haban dia auigawahlten Problambei-- 

ipiala und wie wiGhtig ist dar BealitMtsbeiug? 
0 Sclltan Probleina vor allam gugMnge z\i geomatrischen Thanian 

er5f£nan odar auch im weitaren Unterricht ain stMrkerei Ga-- 

wieht haban? 

o In walchem VerhMltnis aollen einielna Problame zxi eKpli^lt 
galahrtan Mathoden und zur Systamatik im Aufbau das Untar- 
riehts stehen? 

0 Nach v/alchen GeiichtBpunkten sollan Problamf elder struktu- 
riart. werdan? 

o 1st ©in stark prohlamDrientlartar Untarricht fUr maneha 
SchUlar nicht schwierig? 

In dar Er5rterung diasar Fragen wurda betont, dafi der prDbLaiii- 
oriantiarte Unterrieht ueA^atodewe kaptktt basitEa* die alle 
ainseitig Ubarbetont warden kttnnten. Is kame jadoeh auf alne 
ausgewogena BerUcksichtigung dar Aspekta an* Als wichtig 
wurda angeaeheni dafl dar Schtilar nicht nur Problama vprge- 
sat It bakomit, sondarn lernt , sieh salbit Probleme lu stellan, 
Dazu kann insbesQndare die Nachbereitung alnes gelttsten Pro- 
blems dienen, in der naoh Mhnlichen Problainan* Verallgemaine^ 
rungsmaglichkeitan uswt gefragt wird. Farnar kann die Bear* 
b^itung ainas Probiems, bei der SchwierigHeiten auftreten* 
slnnvoll zur Variation das Problems f^hren* Sodann iolltan 
ini Untarrioht Problamfalder und offane Problama bereitga- 
stallt wardan, aus denen ein Schtller sieh linzalprobleme ^ur 
Baarbeitung aussuchan kdnne. 

Dar RgaMMtkbgzaQ von Problamen wurda vor allem unter d^m 
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Geilchtipunkt dmm Raalitatsiinns der Schdier and der mot±- 
vieisnden fc'unktion der RealitMtsbe^ogenhait diskutiert. Oft 
saian skurrtle Einkleidungen^ die d<e Phantasie ansprechen, 
besonders anregend fUr Scholar. Das galte aber auch ftlr Wis- 
ienschaf tl€r. Die Geschichte der Wissenachaft ieige# dafl dar 
RaalttMtEbegrif £ komplex sei und da0 oft unerv/artete Modelle 
2ur Beschretbung der WlrkliGhkelt gaelgnat sslen. Anderar- 
seits eaian viele etark realitMtabe^ogene, elnfach za stel- 
lende Problame auflerordentlich schwierlg und auGh in der 
Wissenschaft nieht gelSat, 

Um den untarsch-ledlichen Intereisan und Bagahuiigan der Schil- 
lar entgegen isu kotmrnn, wurda ampfohlen, Elnseitigkalten in 
der Auswahl dar Problame und der geeignaten Kathoden lu ver- 
meiden arid eine Vialfalt von Mathoden a\i antvickaln und zu- 
^uLassen « 

im Zueaimenharig mit dam Vortrag von G- GLaesar wurde dia 
KonhKe.U6l^ms ma4:hmcUUcjim Stn^MuAtn d\xxah SltmtioiiimDdelle/ 
Spiele VLBW.H In deren Kontext dann Problama formuliart wardan* 
ar5rtert* Als ^^rgument fUr die Verwendang solcher Konkreti aia-- 
rungen wwda u,a. angefilhrtj daS dadureh TOhldefinierte jnathe- 
matischa Pragastallungan geschaffen wtlrden# dia unmihtelbar 
matheinatiichar Argumantation fuhreri und t^piseh Biathema- 
tiaches Dankaii fardern. Die Situationeii aua der nattirliehen 
Umwelt saien daiu im allgemeinen zu kcmpleK, A^ndararsaits 
V7urda geltand gemaGhti daS hMufig Ubaisehan vlirda, daO bal 
den Kindarn doch SekundMrmarkmale dar Konkretisiarungan und 
Raprasentierungan eina primMra Bewertmg erfahran und dafl dia 
gawUnsQhten Bagrif f abildungen und Erfahrungen indiv^iduall 
niaht nach den EielvDrstellurigen des lehrars v^eriaufan, vas 
zu arhablichen Lernsahwierigkeiten bei einaelnen KtndarR fUh- 
ran k5nne* 

In der Disk-up aion ^um Vortrag von T. Fletcher wurda die Auf- 
fassung vartratan, daB es nicht die AaiQaba dis UnttM(.diU mntf 
die Sohuler im Problemltiean auizubilderii Man kdiina in einer 
allgemeinbildanden Schula nicht erv/artan^ dafl alle SehUI^r 
fiir wathamatische Probleme wie ein Watherflatiker auf geicKloisen 
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eatan. Vlelmehr sei mB hu£qmbm der Schule, durch die Mag- 
llchkelt der aigenan Earfahrung mi Tailhabe dm Schiller 
daatlich m machan, dafl Matheinatiker Problenie 16sen und 
dall Mathematik, insbesondera deomet-rle* von v-arachiedenen 
Lettten v^arwendat wird^ z.B, von Architektan. 
Zur Frmge der Stalling dar Prcbleme ±m Untarricht wurdan 
noGh viar ala grundiatzLlch bedeatsam angasahana Punkta 
feitgahalteni 

U Es 1st wichtiger, ein Problein mit drei Mathodw Itiaan 
als iungekehrt, 

2- Die Anaignung von T^^hnikan imt notwendig, da Problemlb- 
sen KenntniBsa und Methodeii arfordert, 

3* Der SchUler muB lerjien^ Fragen Btellen? eina Fixierung 
auf das Ldsan vorgagebener Probleina wMra einsaitig* 

4. Eln angemassanar problainQrlefttiar tar Unfcarricht arfordart 
hoha FlaKibilitat das tiehrara. Er muS Individualle Ansdt- 
le und Maglichkalteii hmi dm SGMlarn arkennen und far- 
darn und Schwiarigkeltan uiid FehLar analyslaran kdnnen. 

Das Verhaitnls von Pro]bleman^ Mathodan und SyBtmrntik wurda 
insgeiamt als auSarordentlich kompliitart angesehen und nur 
in elnlgen Anaat^an diikutiart. Ea vfurda faetgestallt , daS 
hlar groBa Entwioklunfi-- und PorBGhungiauf gaban dar Mathama- 
tlkdldaktik liagan, 

Auscjangapunkt der Diskuealori bUdeta die Feststallung^ daa 
aa badauarlich lei, wenn haute die'malitsn Studantan ein Ma- 
thematikatudlum ohna Kenntnls dac rciumlichan hm. daritellan- 
dan Geometria (DG) abschllefieii. Ala 21algruppen ainar ver- 
starkten Bahandlung von HddaHen aus der DG wurden angasaheni 

1 , Studierande dea raahes Mathematllc 

2* Lahramtstudanten mit der Fachrlchtung Matheniatik 

Die iweite Zielgruppe ist in Vertaindung mit der Porderung, 

SU9 



302 



m sehanf daB DG in die Mtthematikcurrieula allar Schul- 
Mtut^n aufggnomian werden aollta. Als BegrUndung ftir dieea 
forderungen wurden angaWltr'^i 

o DG ist wMhrend das Studiiimi im Zusammenhang mit anderen 
jnatheinatisahan Teilbarelbhen (i.B. Analysis^ analytiiahc 
Oeometrie) von Interass^ und Badeutung. Sia sollte naah 
dsr linearen Algebra angeboten werdan. 

o AkttvitMtan bEw, Methodan dar DG bisten ZugSnge zu interes- 
aanten und aktuellan Teilbareichen der Mathaniatik« 

o llameiite dar OG sind Bestandteile elner allgemeinan Blldung 

Pirn Dlikussion (iiber die didaktlacha Umsatzung in dar Sehule 
b^raehte folgende Theseni 

■I, DG sollte nicht additiv^ sondern integriert und mit ver- 
stMrktero Anwandur^schatakter angebotan warden * 

^* llamentara Taile der' DG lolltan fUr alia SdhUler, auah auf 
Primarstufai varbindllch sain, Dabei kann dia Theoria 
luntohst lurUofcgastellt werdan. Zu ainam spMteran 2eit^ 
punkt inUfitan allerdingi ^inielna Begriffa expliziart war- 
den* 

3* Ola sich anbietenden Vejcbindungan lu anderen SchulfMchern 
(e*B, Geographia, Arbeitilahra) solltan ausgenutzt werdan* 

Als ein mdglichar Ausgangspunkt f Ur Batraahtungan im Slnne 
<3^ir DG kann das Lasan und Erstellen von tachnischen Eelahnun- 
b^, ' Landkarten angesfhen warden, Zu einam sahr viel spM- 
t^^ran Zaitpuakt kannten parspaktivisehas Zeiohnen odar das 
i^:^alysi©ran perspaktlviaoher Verzerrungan Thamen von Aarbeits- 
<g[Wtlnsahaf tan sain, 

^Xn gegenwartiga Problewe wwdan formullerti 

0 DO wlrd in den defieit gUltigen Lehrpianaii nicht odar nur 

mi Handa erwMhnt* 
O DO gteht in den LahrbUohern igoliart und wird in der Kegel 

nloht bearbeitat, 
hX^ ElneehrMnkungen ftir di^ gukunft arbraohte die DiskUiStons 
O 8$ darf nicht wiedar m tiner Systematiaierung der DQ kQm* 

mm, 

3i0 
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o Was loll in der fachlichen Lehrarauabildm.q gugunsten 
der DG fakUrgt werdati? 

yUattH fkLthmatik 

Dim AusfUhrungen A, Bishops zu diesem Thema fanden teilw#i^ 
sa atarkan Anklang^ riefen abar auch miiim Feih^ kritisch^^^ 
Heaktionan hervor, 

UnterstUt^t wurde die Thematiaierung ein©s erwgltertan V#«r^ 
stMndnisses faornetrischer Ansehauung Im Sinne von visuall^y 
Mathamatik^die in vialen AktivitMtan und Darstallungswaigw, 
der Mathamatlk lum Ausdruck koirant, Insbesondare wurda auf di^ 
Rolle der VlaQHSimi. der verschiedensten Art hingewiaieni dw^ft 
Berticksichtigung Bishop aus sainan Betracyhtiiiigen ausgesohlt^il^ 
san hatte* 

BestMtigt wurda^ dafl dar Ubliche IJntarriaht die Entwickluin.f 
visualler Fahigkeitan bai den Kindarn stark vernachlMssif t 
und daS hiar vielvarsprechandas Matarlal zur Fbrderung voJ?^ 
galagt wird^ dassen Wirkung auch untar Gasiahtspunkt A>$K 
Ausbildung mby^mbaloA kk^v^Mtm diskutlert vfurda. Basond^ir^ 
wurda auf positive Effekte in Untarsuchurigen aus dan USA 
emotional gestSrten Klndern hingewieean (Mari©n Waitar) » 

Andararsalts wurda vox viiuallar Artistilc gewrnt und vor 
Obarfordarungan* die dan individuell unterechiedliehen Anl^'^ 
gen und kognitivan Stilen der Kinder nicht garecht warden*. 
In Bazug auf dan GeoM€^^£uw^e4/uch^ wurde vqt\ einigan Disku^'^ 
sionsteilnehmern in Bishops VDrschlMgen eine ainnvolle Er-^ 
gMnzung gesahen, nicht aber aine Alternativa gum Gaometri^^ 
untarricht. Em traffe nicht daS der CSeomatriaunterrl^h^ 
fUr die Grundschule grundsatElioh falsch angalegt sai un4 f&A^ 
Kindar nieht anspracha und fdrdara, Em ^urda auf dla GafahV 
hingewieien, dafl roit ainer Orientiarung daa Untarrichts 4m 
Sinne ©iner Schulung viBualler FMhigkelten sine ^arsplitM^ 
rung in inathamatisch isoliarte Einielprebleina verbundan mi*^ 
In einar Stellungnahma wurde betont^ dafl dla mit visuellw 
Mathematik gemeinten FMhigkelten und Pextigkeitan ftlr di# 
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mathematiache Tatigkeit MuBerst fruGhtbar stleni dafl sie 
aXlein jedoch noch nicht Mathematik auamaahten, zur Hatha- 
matik geharten logischa Schluflf olgerungan^ und dlaee lleflen 
miQh nicht mit den Augan und Sinnen vollsiah«eii, 

BezUglich der OKQanUation mn PKobUmm stm$mn sich folgende 
Ansichten gagenUbar: 

a) Naua Problama konnan im allgameinen nw im RUckblick auf 
sahon galtiita Problame und die dabei verwandetan Ldeungs- 
stratagian affaktlv gelost wer^n. 

b) Die Strukturiarung nach ProblamsaquenzTO kann die Ldsung 
nauartlgar Prpblema blockieren. 

In dar absehliaflanden Basprechung standen neben einar Raiha 
von Ein^elfragan noch einmal zwai grundlagenda Problame, die 
wMhrend dar Tagung mahrfach barUhrt warden waran, lur Dlikus 
sioni 

1. Walcha lUrUmaZkmwtnU^e. in Gaomatrie eoUte ain SchUler am 
Enda dar Sakundarstuf a I basitzani insbaiondera im Hin- 
blick auf aine beruf ebezogana waitera ^usbildung? 

2. In walehem Koiitgxt und mit welchen ZMm soli Geomatria 
im Untarricht antwickalt werdan? 

Auf keina dar schwierigen Fragen konntan bUndiga Antwortan 
gegaban werden. Urn baseera Antwortan auf di^ ersta Frage lu 
finden.wurda von einigan Tagungstailnehmern vorgeiahlagan/ Ab 
nehmer und Banutier dar Mathematik in variqhledenen Berufs- 
gruppen fragan. Man hatte viallaiGht Vwtareter solaher Ba 
rufa gur Tagung ainladen sollan, DamgegenUbex' wurde abar auf 
dia Schwiarigkeiten hingawiasen^ die mit mXQhm Bafragungan 
verbundan sind^ inibaaondare dmrauf , dafl dim Abnehmar neua 
Hdglichkaiten ainer Verwendung von Matham^tlk^ die lie aelbs 
nicht kannengalarnt habeni nicht Ubarsahan, """^ 
Es ware notwendig^ daS Mathematlklahrer Hath©matikdidak- 
tikar sich mit den VerhMltnissan in den jwiligan Barufs* 
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sphMren and dan aazufeh0;rigen Ausbildungssituatlotian selbst 
int0miv auieinandersetrtM# um min ausgawogenes Blld eines 
^llgemeinbildung wle Ber^l^orlentiertheit verbiiidendan Geo- 
mttrielehrplans au entwl'ttkeln* 

Frage der BoAui^o^^ntAmUit^ vartrat T, FlatahW die Auf- 
f^Bmnq, daO diase ntcht eng und z\i direkt gagahan warden 
darfe. In dar allgemainbAldenflen Schula solle Mathematlk so 
^alghrt wardan, daB dan Mh^lmtn deutlich wUrde# warum Hatha- 
m^tlk fUr andera Laute MAmtung habe (luhy ma^hgmotiaa mcMiM 
to othtK ptopto.) , Em konfflii fl^rauf an# soviel 2u varmltteln, 
<5aS mit diasan Lauten dl^ ?<oinmunikation Uber ihre Varwendung 
von mthamatik maglich mi* P#r Mathematlkunterrioht mUese 
at^^halb die 8ez4ehung m Am ^ftrfeten FfldieAn pf legan* fUr dia Ma- 
thwatlklahrar badaute dmt dafl sia sich mehr als Kollegen 
andi^rar Benutzar von MatJi^watlk verstahan und ori«ntiaran 
solXten, Hiar seien faliqh^ gntwicklungen und iioitarte Stand- 
punkte in Zukunft Ubwwindan* 

Dimnm Parspektive wurde ^wh bei dan Versuchan mx Baantwor- 
tung dar zwaitan Frage hw^ngezogani bai deren Erdrterung na- 
ben dam Spielraum von Problem^ Mathoda, Systam vo:r allam die 
$v\^tlUiinQ and afe^ue BQ^eJM^mQ del liAmndm Klndu m VQ^dmgmnd 
^iand. Bei dar Zialbeatimmang mUssa den schichtung«spezif ischen 
und kognltionspsyehologt^Ol^an Untaraohiaden der Kinder Rech- 
mng getragen warden^ mm die Beantwortung dar F#ag#^ was ©p- 
tim$l far viaia sei, au0wprdientlieh schwierig mwhe* 
Einiraaits wurda gafordwt;^; daB die Kinder beziahungihaltiga 
Hathematik kennanlarnen ^Pllten in einam sie int^ireiilaran-^ 
dtn Kontaxt und mlt den MB^liehkaitan wasantliah^gK' SelbsttM- 
tigkeit- Anderersaits m^A^ aber darauf hingawiai^n^ dafl hiar^ 
%u von dar wisseniehaftjti^hen Didaktik wohl Kritwierr und 
Mat^^ial entwiekalt^ niaht mbmr dia weaantliehan Entioheidun- 
gen geganUber dar Komplf^iWt Aem Untarridhts vorwtgganommen 
WiJ^d^n kanntan, die dar t^hre^'in konkretan Situationin lelbst 
traffan haba* 
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CONFiRENCi PROGRAM 



TAGUNOSPR0GRAf4M 



Uondaiit Bmptmf^mt 16| 1974 

1S*oQ (3 p.ffii) We4£0W£ by th^ ptasident of the 

FRG-Bubeommittee of ICMl and by the chalrfflmn* 

The Plaee of Geometry in the O'eaehlng of Mathematles. 
Analysis of Recant DeV^elopinint * 

16, 3o ft^p^Wn.q QKoiimi 

Oaometry in tha Elementatf SoliDoi (agai 6 12) 
0aom©try at the Seeondarv Level <afes 13 - 18) 
'The Role of Geornatry in the Tiairiii\g ©f Teacheis, 

17.30 P^enM^ P^aau^^^n 

18.15 WelGoma by the Reetor of the miveisltf of Blalefaldi 
^rofassor Dr* K.P* Grotemeyer * 

TiLUdktff Saptsfnber 17? 1974 
9,00 W. SeAV£tU, MorlanvielEi 

A Compreheniive and Modern Taachlag of Geometry 

1o,1S R, BtmMiJi, Bialafelds 

problemorientierte EugSnge ^ur Geoinetrf , 

11.3o@» P^cfee/t^ Gleseens 

Pia Badautung der DarstelXaxiden CifeoTOtrie flii die Hathe 
matikausbildung. 

12.30 tunah 

1S.OO {t^o^Wiip G^0u»6 

3falated to the morning sessi&ns ' 

16, 3o Hpo^th by the working groups 

mdnud^tf ^ Septeit^er 18, 1974 
9*Qo Fmden^hot , Utreehti 

Qaometrie in dar Grundsahule 

10.15 A, BUhopp Ca*rMgai 
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1 1 * 3o Ufammi Tokyos 

A Combined Goomctry-Alcjobra Curriculum for japanese 
Seaondary Schools 

1 2, 3q Lunch 

1 5 , oo ^^^Ung^^O^ijjg^^ 

relatad to the mornincj oesslono 

Thun^datj , September 19, 1974 
^»OQ G, Bmtd f Bochumi 

Anschauung und AKiomatlk, dargegtellt an ainer iegrUndung 
der absoluten Geometria. 

la. 15 TJ, ^lUch2A i Darlingtoni 

Geometrical Insight and Solution of Problams* 
Tha Solution of Polynomial Equatione, 

11s3o G, GlaU2A t Strasbourgi 

Die Inzidenzgeomatria im Dienite elner progreeiiven und 
polykonkratan PMdagogik 

1 2, 3o Lunch 

1 5 . GO ^oKkinQ OKQixph 

related to the morning sessiono 

16. 3o tzy^onJU by the working groups 

Pi gnaAij V<AauMiiion 

17,45 Projection of films s "Minoes^', "Quadrate in Quadraten" , 
"Funktgitter" , "Zahlengitter I", produced by 
H, Bauersfald et al, 

¥/UdaLf f September 20i 1974 
9,oo FA€e StatmmU 

12,oo Lunch 

1 4 . 3n T/Up bii Btq to the Externsteinei Coffee at Silberbaehtal- 
MUhle* Walk, Dinner at Blon^erg Burghotel 

23.00 Return to Bielefeld 
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